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Uber Eigenschaften der Transformatorschaltgruppen 
in Matrizendarstellung. 


Von F. Zimmermann, Wien. 
Mit 6 Textabbildungen. 


Zusammentassung. Zwischen den Strémen der Primir- und Sekundarseite von Drehstrom- 
transformatoren beliebiger Schaltgruppe bei allgemeiner Belastung bestehen lineare Zusammen- 
hange, welche sich zweckmafig in Matrizenschreibweise darstellen lassen. Sie bilden lineare 
Transformationen, deren Transformationsmatrizen fiir alle Schaltgruppen in der folgenden Arbeit 
abgeleitet werden. 


Summary. The currents in the primary and secondary windings of a symmetrically or un- 
symmetrically loaded threephase transformer of any circuit arrangement are connected by linear 
relations, which may be denoted usefully by matrices. They form linear transformations, the 
matrices of which shall be deduced in the following paper for any type of circuit arrangement. 


Résumé. Indépendemment du couplage intérieur et de la charge des transformateurs triphasés 
il y a entre les courants primaires et secondaires des relations linéaires qu’on peut exprimer con- 
venablement sous forme de matrices. Elles représentent des transformations linéaires, dont les 
matrices de transformation sont dérivées pour tous les groupes de couplage dans Varticle suivant. 


1. Allgemeines. 


Bei der Bestimmung der Stromverteilung in Drehstromnetzen mit Unsymmetrie- 
stellen ergibt sich wiederholt die Notwendigkeit, die Schaltgruppen der im Zuge der 
Leitung liegenden Transformatoren beziiglich ihres Einflusses auf Stromsysteme vor 
und hinter dem Transformator zu beriicksichtigen. Die Strome der Ober- und Unter- 
spannungswicklung stehen nun infolge des notwendigen Amperewindungsgleich- 
gewichtes und des ersten Kirchhoffschen Gesetzes in linearem Zusammenhang 
zueinander, der durch ein System linearer Gleichungen zwischen ihnen zum Ausdruck 
kommt. Solche lineare Beziehungen werden am iibersichtlichsten mittels Matrizen 
angeschrieben und gehandhabt. Damit soll sich die folgende Arbeit befassen. Fir 
jede Transformatorschaltung wird eine Transformationsmatrix abgeleitet, mit welcher 
blo&B die bekannte, gegebene Strommatrix einer Seite multipliziert werden braucht, 
um die gesuchte Stromverteilung auf der anderen Transformatorseite zu erhalten. 
Der Vorteil dieser Behandlungsweise des Problems liegt in der grofen Uber- 
sichtlichkeit, mit welcher die physikalischen Uberlegungen nur einmal angestellt zu 
werden brauchen, um den konkreten Einzelfall dann durch formale Anwendung 
der Ergebnisse einfachst zu lésen. 

Im folgenden werden nur jene betriebsmafigen Lastzustande untersucht, die 
zwischen den drei Phasen und — wenn vorhanden — dem Nulleiter auftreten kénnen. 
Der Amperewindungsausgleich fiir die Laststréme je Schenkel ist also vorausgesetzt ; 
ob der betrachtete Transformator aus einer Gruppe von drei Einphasentransformatoren 
gebildet wird oder Drei- oder Fiinfschenkelbauart aufweist, ist dann belanglos. Die 
Magnetisierungsstréme werden nicht beriicksichtigt, die Laststrome sollen nur aus der 
Grundwelle bestehen. Der Windungssinn aller Wicklungen ist der gleiche. 
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Wie iiblich werden zur Darstellung unsymmetrischer Verhaltnisse die sym- 
metrischen Komponenten, und zwar in Matrizenschreibweise, verwendet!. Zwischen 
dem Null-, Mit- und Gegensystem der Oberspannungsseite I und den entsprechenden 
Systemen der Unterspannungsseite II besteht nun bei jeder Schaltung ein noch 
zu ermittelnder Zusammenhang, der sich durch die Matrizengleichung 

hte = 110chte 


darstellen laBt. eryo ist die Transformationsmatrix, welche vom System I auf 
System II fiihrt, wobei das o andeutet, daB die Aussage iiber die symmetrischen 
Komponenten der Stromsysteme der Seite I und II gemacht wird. Der Ubergang 
von Phasenstrémen auf deren symmetrische Komponenten und umgekehrt ist durch 
folgende Gleichungen! gegeben 


lie — Cro h, i = Co h o> 
hie = eI; ht = Co tro; 


woraus sich durch Einsetzen die Transformationsformel fiir Phasenstréme der Seite I 
in die der Seite II ergibt: 


hy = ee trips Go th = Crarh, 
Ci at. — €> Crivete 1 (1) 


Die Berechnung der Phasenstréme I aus den gegebenen der Seite II erfolgt mittels 
der Transformationsmatrix ¢j7t. 


k= enifi = ery A 
ent = crn’. (2) 
(1) in (2) eingesetzt, liefert 
Cir = Co Crits | Co (3) 


Fiir die einzelnen Schaltungen wird nun im folgenden die Transformationsmatrix 
C1 i1c ermittelt und die Transformationsformeln der Stréme nach (1) und (3) berechnet. 


2. Schaltung A, (Dd 0). 

Mit den Bezeichnungen und Zahlpfeilen der Abb. 1 gelten fiir die Mitsysteme der 
Ober- und Unterspannungssysteme I bzw. II folgende Knotenpunkts- und Ampere- 
windungsgleichungen, wobei die Indices U, V, W, R, S, T Leitungsstréme und die 
Doppelindices UV, RS usw. Windungsstréme bedeuten sollen: 
wu = So — Suv — wo — dur (4), 
wim = Sr = rs — STR = drs (1 —@), 


wee’ ~ i 
Uy Suv — Un srs = 9, 


Daraus: 
Pair o> Uy oo — Wy Sr = 9, 
Sim = Un dum: 
“iat f f Wy Analog gilt fiir die Gegensysteme: 
OIG = 0 = vuy — wo = Nov (h=—a), 


Sug =Vr = drs — dre = drs (l—a’), 


Abb.1. Schaltung A,. ad x 
Ww Sri¢ = Uy Sire: 


1 F.Zimmermann: Die Auflésung elektrischer Netze mittels Matrizen. Osterr. Ing.-Arch. 


Bd. III, 1949, 8. 140. 
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Da primar und sekundar keine Nullstréme flieBen konnen 


ist der Zusammenhang 
w~ w 
& Wy Sro = Vir «Sir 6 


unbestimmt und gilt fiir alle endlichen «. Die Transformation lautet also 
o S10 Mr = Sir0 Un » 
Sim Ur = Suu Un 


ey ~w 
. ’ f : Taw = lhaw 
oder in Matrizenschreibweise vie Mr = Sr @ Wo 


W 
I 
fie =— 
oor 
wodurch e771. gefunden ist: 


Die Stréme werden getreu tibertragen. 


3. Schaltung A, (Yy 0). 


Diese Anordnung mu8 in ihrer gréBten Allgemeinheit, Apb. 2. Schaltung A. 
das ist mit Tertiarwicklung und ober- und unterspannungs- 
seitig geerdeten Sternpunkten untersucht werden, wovon sich die Sonderfalle leicht 
ableiten lassen. Mit den Bezeichnungen der Abb. 2 gilt fiir das AW-Gleichgewicht 


des Nullsystems 
aN PGW 
oro My + Sor Mir = S10 Vp 


@3 xX 
Sur Mur roy ME ser OTOL I) 4 2 fe (5) 


oe 
oro MT ST 0 MT 
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Somit lautet die Transformation der symmetrischen Systeme 
Siro Mir = Oro UM (1 + 3m), 
oo mw My = bru > 


(ey ee ON 
si@gUr = Sr¢ Vp 


‘ 1 
Cutie 3 


CI Se a 


Der Bruch m nimmt je nach Bau- und Betriebsart des Transformators verschiedene 
Werte an: 


a) Beide Sternpunkte geerdet, keine Tertiarwicklung. 
Aus (6) und (7) wird mit: 


Qe = = 
vor Mor = 9, m —0, 


Wieder werden die Phasenstréme vollkommen getreu iibertragen. 


b) Sternpunkt I geerdet, Tertiarwicklung vorhanden. 


Gl. (6) gibt: 


Da diese Matrix nicht reversibel ist, mu zur Ableitung einer Formel fiir die Trans- 
formation von IT nach I eine andere Uberlegung angestellt werden. Man denkt sich 


das Stromsystem der Seite I in eine Nullkomponente und einen mit Strich bezeichneten 
symmetrischen Restteil zerlegt. 
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bu = S10 ao 


1 1 1 
N a N~ N y 1 
WV = asto +P > oder fy’ + ef ah BE eh aa, 
vw=v10tow> . l : 


(10) 


Das Stromsystem /; ist somit durch /,’, welches aus /4; berechnet werden kann, 
bis auf einen unbestimmten Wert 3,9 gegeben. 


, 
f=khk— = ent z ht. 


Uber h’ lagert sich noch das System 3; 9, welches durch das sekundare Stromsystem Ay 
nicht bestimmt ist. 


Drei Beispiele werden die Verhaltnisse verdeutlichen: 


1. Das primare System soll aus einem symmetrischen Mitsystem von 10 A und einer 
Nullkomponente von 3 A in,Richtung 3, bestehen. 


Das Nullsystem ist auf der Sekundarseite ausgesiebt. 


2. Bei einphasiger Belastung der Primarseite wird die Last auf alle Phasen sekundar- 
seitig verteilt. 


ii il 
foe in 0 {= 
0 0 


3. Sekundar trete ein Mitsystem von 10 A auf. 
10 
htt =| 10 a2 |. 
10a 


Dann ist das Primarsystem bis auf einen freien Nullstrom berechenbar, der nicht 
gegeben ist. 
Sto a 10 Sro 
a x me 2 X 
A = entzft.+| S10 |= yg +1 Sr | 


STO 10a Sto 
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c) Sternpunkt II geerdet, Tertiarwicklung vorhanden. 
Aus der allgemeinen Beziehung (7) erhalt man mit: 


vr0 = 9, Ut CS}, 


(11) 


und da (11) nicht reversibel ist, auf Grund analoger Uberlegungen wie vor 


i 5 

Fiera PEARL 12 

Bees i . ( 2) 
1 . 


d) Freie Sternpunkte. 


Aus Formel (5) ist fiir Jy9 =Qyr9 =9 m als unbestimmter Wert nicht erhaltlich. 
Wie friiher, gilt aber wieder fiir alle endlichen « 


& Eten 
& Sto Mr = S090 Vip 


3 2 ol : 
was in (5) eingesetzt m =— j— ergibt. 


Wird fiir « =1 gewahlt, ist m =0 zu setzen, da die Dreieckwicklung nicht zur 
Wirkung kommt. Sie ist in.diesem Fall ohne Einflu8, solange nur Grundwellen be- 
trachtet werden. Mit m =O ergeben sich dieselben Transformationsmatrizen wie 
unter a. 


4. Schaltung A, (Dz 0). 


Die Gleichungen auf Grund der Bezeichnungen der Abb. 3 bediirfen keiner naheren 
Erlauterung. Fiir freien Sternpunkt erfolgt die Ableitung wie unter A,. 


VIM = OU = Sor — wo = Sor a7) 


vov My + Wy (Ss — Sr) =9, 


th 7 My SIM 
‘ 4 Hes Nur = rare SM =O 
l | | es OTM 
aS ee eS ~ 
jog Mr + Un (? — 1) Som =9, 
x. i= 1 Wy a 
SIM —3 Wry SIM 


Tar 8 er (@— 1) Se =o 


Abb. 3. Schaltung Ag. VILE ™ 3 w, VIG 
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[ey ON i4? 
J10 =vJn10 —9, 


(14) 


Bei Erdung des sekundaren Sternpunktes trifft die Voraussetzung, daB « jede end- 
liche Zahl sein kann, nicht mehr zu. Wieder wird das sekundare System /p’ eingefiihrt, 
welches die Nullkomponente nicht mehr enthalt. 


1 1 1 
ae 1 ee 
fee Nt zg ol 1 m=%3 
il i} 1 


Fiir dieses System gilt (14), also 


, 
fi = ¢en1/Ar, 


1 
3 erik 


= 


3 Wy 


I Sir 0 


1 SILO 
das heiBt das Stromsystem in IJ ist durch /y' aus { bis auf einen Wert Siro bestimmt, 
das Nullsystem ist frei. 


5. Schaltung C, (Dy 5). 

Fiir die Mit- und Gegensysteme gelten nach Abb. 4 folgende Gleichungen: 
wim = 30 = sov — dw = dor — 4), Yo NY Vy 
Oi NR: 


Wy Sov + Unde = 9, 


Siu 
[ey x tL 
SOV on, pee? 
Sim 
Wray + wy Sum = 9, 
Wy 1 Cw ee 2 a4 
= —— ge 7b) SM, 
ors, wy Ta IM = 3 iy | )s Abb. 4. Schaltung (,. 
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JLG = SUS cure ure = aor (l — a); ve = SR 
Ww Ww 
nw iL i ~ 1 I nw 
‘ yp St ee es ee ee ee an (pd ten 
aSII G Wry 262 SIG 3 Wry (a ) SIE 


a) Sternpunkt frei. 


Da Siro = V0 = 29 ist, besteht zwischen den Nullsystemen fiir alle beliebigen 
endlichen « folgende, Beziehung 


GN ay CN 
Siro Vir = & S10 Vy- 


Also ist 


(16) 


Umgekehrt gilt: 


Ww 
vip =P =, S10 (B beliebiger endlicher Wert) 


Ca PAs 1) 

Sie dieeiieim (.As ) Sir > 
W 

Pee ke Og pe: x 

VIG ~~" w, (a? — 1) Sire- 


(17) 


Uber Eigenschaften der Transformatorschaltgruppen in Matrizendarstellung. 113 


b) Sternpunkt geerdet. 


Aus Formel (16) erhalt man wieder nur das symmetrische System /y’ ohne Null- 
komponente 
| Siro 
f an it SIT 0 > 


~ 


SIT 0 


liefert eine durch das Primarsystem unbestimmbare GréfBe Sy; Die Formel (17) 
gilt bei Sternpunktserdung ebenso, denn fiir Jy + 0, Jyo =9 muB f den Wert 
Null annehmen, was an dem Resultat nichts andert 


CIrEI — CILtI- 
Das Stromsystem I ist also durch sekundare Stromsysteme mit und ohne Null- 
komponente (mit und ohne Nullpunktserdung) eindeutig bestimmt. 


Beispiele: 
1. Symmetrische Belastung der Unterspannungsseite: 


9 West ak cold he 


Stréme der Oberspannungsseite : 


Yn eilt S$; um 150° nach. 


2. Symmetrische Belastung der Oberspannungsseite: 


i 
i = a sy 
a 
; SILO 
WwW Ow 
jaere gee NS SEL PEEOL 
3 Wy X 
SII 0 
Th) T|- Wenn II geerdet. 


V3 wy 
Jn eilt um 150° Sr nach. 


3. Zweiphasige Belastung der Unterspannungsseite: 
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4. Zweiphasige Belastung der Oberspannungsseite : 


5. AuBer symmetrischer Belastung der Unterspannungsseite sei noch ein Null- 
system vorhanden: 


Das Nullsystem ist ausgesiebt. 


6. Einphasige Belastung der Unterspannungsseite : 


1 ] 1 
wry Ce 
hy= 0 ass = wy 0 0 1.5 = 
0) —l 0 


6. Schaltung C, (Y d 5). 


Die Gleichungen fiir Mit- und Gegensystem unterscheiden sich nach analoger 
Ableitung entsprechend Abb. 5 gegen C, nur durch den Faktor 3. 


a Os x a Oat 1 
VIM we (@?—1) Stamp VIM = 30, (a—1) Sir 
~ Wy l LY C~ ar 2 1 ey 
SIG = mip (1) Sie Sie = 3 wy, (@®*—1) Sire- 


Daraus ergibt sich fiir 


a) freien Sternpunkt 


be 
Cline ar 
w 
I 
yo NON, 
Abb. 5. Schaltung C,. und fiir 


b) geerdeten Sternpunkt 
analog 


(19) 


Stromsystem IT ist eindeutig bestimmt; auf Seite I erhalt man wieder nur das sym- 
metrische System /’ ohne, Nullkomponente 


welche eben sekundarseitig fehlt. 
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7. Schaltung C,; (Y z 5). 


Mit einer A; analogen Ableitung erhalt man gemif Abb. 6 Formeln fiir die Trans- 
formationsmatrizen wie unter C,: 


Wy, 
Fiir sekundar belasteten Sternpunkt ergibt sich wieder ein , 2 
vollkommen bestimmtes primares Stromsystem gema 
Cer = Cp "y 
wahrend das Stromsystem II durch System I nur bis auf eine ead, i 
Konstante Yy;9 bestimmbar ist. Abb. 6. Schaltung Cy. 


8. Die Schaltgruppen B und D 


bewirken gegeniiber den Gruppen A bzw. C eine Verdrehung um 180°; ihre Trans- 
formationsmatrizen sind einfach die mit — 1 multiplizierten der B und D entsprechen- 
den Gruppen A und C. 

In einer tabellarischen Ubersicht sind abschlieBend die Ergebnisse obiger Arbeit 
nochmals zusammengestellt. 


Zusammenstellung. 
Oberspannung: Unterspannung: 
hy = eqry At. hy = ¢rirh. 
1 
C= 
—|] 
C3 — 0 
1 
Schaltung Bemerkung Cri Cir 
A, (Da0 Elle ae 
1 
= Wry" mr 
ot Goi 
A, (Y y 0) Sternpunkte I und II geerdet tee wy Cy 
: fea his. ey Ore 
Sternpunkt I geerdet, mit Tertiarwicklung Bia e wy en 
: Bex LN ee any 
Sternpunkt II geerdet, mit Tertiarwicklung Wy So. 
; We Vir 
Beide Sternpunkte frei we Cy o, On 


* Bis auf Nullsystem bestimmt. 
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Schaltgruppe 


A, (Dz 0) 


B, (D d6) 


B, (Y y 6) 


B, (D z 6) 


D, (Dy 11) 


D, (Yd 11) 


Dev 211) 


Bemerkung 
Sternpunkt frei 


Sternpunkt geerdet 


Sternpunkte I und II geerdet 

Sternpunkt I geerdet, mit Tertidrwicklung 
Sternpunkt II geerdet, mit Tertiarwicklung 
Beide Sternpunkte frei 

Sternpunkt frei 

Sternpunkt geerdet 

Sternpunkt frei 

Sternpunkt geerdet 

Sternpunkt frei 

Sternpunkt geerdet 

Sternpunkt frei 

Sternpunkt II geerdet 

Sternpunkt frei 

Sternpunkt geerdet 

Sternpunkt frei 

Sternpunkt geerdet 

Sternpunkt frei 


Sternpunkt II geerdet 


* Bis auf Nullsystem bestimmt. 


ori Cirt 
1% Repair 
3 De aa, 
1] Wy 2 Wry : 
3 Wy wy 
i high 
2 ae — —¢} 
we 7 | aE 
Wy Wir 
Tieg ONG epee 
bales Cie 
Oe We is 
ey ; A Pa 2 
Rea Ce ae 
w Wry 
eae eee 
| II I 
basal Ee Noles ee 
3 Wy ei 
DA ae hs 
Ee Peer Panis 
| S ibas | ' mad 
| 3 wy ee 
ge al ak oy" hs 6 
| 3 wy ee 
Wy | 3 se 
| ae Do See 
| Wry 3 Wy 28 
Lessa en wr 
3 wry Oy ot 
ren? ry 
See wy Bt 
ats Wyy ; 
3 Wy Wy at 
is PE A eo: * 
Wry ) ce 
Font age Res : 1 yy : 
| Wy” 3 w, — 3 
nica is a Bae Oe 
Wry 3 wy St 
Be sts er ee 
See we et 
aes Car ot c 
3 Wry | wy 8 


(Eingegangen am 22. Marz 1949.) 
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tated Allgemeine Berechnung der Spannungen 
in einem durch inneren Uberdruck (p atii) belasteten und von auSen 
ungleichmafig erwarmten, kreisférmig gekriimmten Rohre. 


Von J. Benischek, Wien. 
Mit 1 Textabbildung. 


Zusammenfassung. Der Arbeit wurden die in der Theorie dinner Schalen allgemein iiblichen 
Hypothesen und konventionellen Ubereinkommen zugrunde gelegt. 

Die allgemeinen, grundlegenden Gleichungen kénnen als bekannt gelten. Sie wurden fiir 
den vorliegenden Fall nur umgeformt, wobei allerdings die Werte der Verhaltniszahl von Robr- 
wandstarke zu mittlerem Rohrradius und héhere Potenzen davon vernachlassigt wurden. Hierauf 
wurden die Differentialgleichungen aufgestellt. Es hat sich ergeben, da& die Aufgabe durch 
die Integration einer einzigen, linearen, inhomogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
zu lésen ist. Da aber die Lésung in geschlossener Form nicht méglich war, muBte sie durch Reihen- 
ansatz ermittelt werden. 

Als Ergebnis der Aufgabe wurden abschlieBend mit Hilfe der Lésungen der Differential- 
gleichungen die allgemeinen Formeln fiir die Krifte und Momente abgeleitet und zusammen- 
gestellt. 


Summary. This work is based on the usual hypotheses and conventional agreements of the 
theory of thin shells. 

The general basic equations are considered to be known. For the present case they were 
merely transformed, neglecting thereby, however, the values of the proportion between thickness 
of wall and average radius of the tube, as well as any powers thereof. Then the differential equations 
were made up. Hence it followed that the problem may be solved by integrating a sole linear 
inhomogenous differential equation of the second degree. A solution in integral form being 
impossible, it was necessary to find out the result by progression. 

As final result of the operations the general formulae of the forces and moments were determined 
and scheduled by means of the solutions of the differential equations. 


Résumé. L’article se base sur les hypotheses usuelles et les agréments conventionnels de la 
théorie des enveloppes minces. 

Les équations générales de base sont supposées comme connues. Pour le cas présent elles 
ont été transformées seulement, tout en négligeant cependant les valeurs de la proportion entre 
l’épaisseur du paroi et le rayon moyen du tube ainsi que les puissances de ces nombres. Ensuite, 
les équations différentielles sont développées. Il en résulte que le probléme peut se résoudre par 
Vintégration d’une seule équation différentielle linéaire et non homogéne du second degré. Mais 
cette intégration en forme serrée étant impossible, il a fallu, pour la solution, procéder au 
développement d’une série. 

Comme résultat du probléme, finalement les formules générales des forces et des moments 
ont été déduites et groupées a l’aide des solutions des équations différentielles. 


Annahmen. 


Um die Aufgabe zu vereinfachen, wird ein in sich kreisférmig geschlossenes Rohr 
mit nicht zu dicker Wandstarke untersucht. Normalspannungen senkrecht zur Rohr- 
wand-Mittelflache werden vernachlassigt. Die Normale zur Mittelflache der Rohr- 
wand soll bei der Formanderung gerade und senkrecht zu dieser bleiben. Weiters 
wird ein isotroper, homogener Baustoff und ein linearer Zusammenhang zwischen 
Spannungen und Dehnungen vorausgesetzt. 

SchlieBlich wird die Temperatur auf der Innenflache der Rohrwand konstant 
und auf der AuBenflache in der Meridianebene nach einem Cosinus-Gesetz verlaufend 
angenommen. Der Warmeiibergang von der Aufenflache der Rohrwand zur Innen- 
flache soll linear erfolgen; diese Annahme erscheint berechtigt, weil die Rohrwand- 
starke als gering vorausgesetzt wird. 

Axialsymmetrische Verhaltnisse des gesamten Problems werden angenommen. 
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Ausfiihrung. 
I. Verzerrungsgleichungen. 


Bezeichnungen: 


Evo» €:9 die Dehnungen in einem Punkte der Rohrwandmittelflache nach der 
x-, y- baw. 2-Achse. 
Ener Eye» zz die Dehnungen in einem Punkte im Abstand z von der Rohrwandmittel- 
flache nach der x-, y- baw. z-Achse. 
x ... der Winkel der Meridiannormalen eines Meridianpunktes P(«) der Rohrwand- 
mittelflache mit der Rotationsachse. 

Die x-Achse des Koordinatensystems in P(x) wird nach der Meridiantangente 
(+2 im Sinne des wachsenden Winkels «), die y-Achse nach der Parallelkreistangente, 
die z-Achse nach der inneren Flachennormalen gelegt. Es wird also ein laufendes, 
rechtwinkeliges Koordinatensystem eingefiihrt. Der Parameter ist der Winkel a. 


Exo 


ty ... Temperatur im Punkte P(«) der Rohrwandmittelflache. 

t, ... Temperatur im Punkte P(«) im Abstande z von der Rohrwandmittelflache. 
B ... Warmedehnungskoeffizient. 

9... Verdrehungswinkel der Meridiannormalen infolge der Formanderung. 
R, ... Kriimmungsradius des Meridians. 
R, ... Zweiter Hauptkriimmungsradius der Flache in P(a). 


, 6... Verschiebung eines Punktes P(«) der Rohrwandmittelflache in der Richtung 
der x- bzw. z-Achse. 


E’—e 
Eaq + Blo = eee 
Ecota—C 
fw tit eae 
nee 
9=- >, 
go’ 
Ex + Bt, = &29 + Bly—2% = 
1 
P cota 


Sig Ply =te ye + Bty @ R 


II. Elastische Grundgleichungen. 


Bezeichnungen: 
Oz, 0, ... die reinen Biegespannungen in radialer bzw. tangentialer Richtung normal 
auf die zugehérigen Schnitte. 
G.,@,... die Biegemomente der auf einen Schnitt von der Lange eins wirkenden 


Spannungen o, bzw. oy. 
o,,0,... Spannungen in der Richtung der x-Achse (radial), bzw. y-Achse (tangential), 
normal auf die zugehérigen Schnitte. 
T’,,T, ... die Resultierenden der auf einen Schnitt von der Lange eins wirkenden 
Spannungen o, bzw. o;. 
vy... reziproker Wert der Poissonschen Konstanten m. 
h ... Rohrwandstarke (konstant). 
EL... Elastizitaétsmodul. 
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ae &—C Ecota—C wv # cot x 
We eral fa aie R, R, iat R, (1 +») Bt,l, 
oa ri Ecota—C &’—& 0 cot x wv 
Pree Rem || a | +, 
Rais) 
Teh Nota, 
ysl 
z <k 
aed tial | ee Ecota«—C pe 
Pe Fae ae Re |? Oe: nb t. dz}, 
Reh 
BE Ecota—C &’—¢ 
hoe rori{F - ue Ry |i (1 -»2\ t, del, 
a ot 
th 
Ma 
Ge= \) a2 dz, 
h 
—4. 
B 9g Pcota] he oe 
VU COULX 
4 Soa eer tee cae, 9 12 FObnB | teas} 
ae 
pi 
E I cot x ov) he : 2 
Go ange t R, Z| 12 = (1 +B \ eds} 
Ill. Gleichgewichtsbedingungen. 
Bezeichnungen: 
RAY GS, 


mittelflache als Funktion von « gegeben. 
Utes 
der z-Achse. 
N. 
Spannungen tT. 


mul 


die Komponenten der Belastung auf die Flacheneinheit der Rohrwand- 
. Schubspannungen in Schnitten normal zum Meridian in der Richtung 


.. die Resultierende der auf einen Schnitt von der Lange eins wirkenden 


Die Gleichgewichtsbedingungen fiir das Element (dx, dp) sind reine Beziehungen 
zwischen den GroBen 7',, 7',, N, X,Z. Die Gleichgewichtsbedingungen sind unab- 


hangig von den durch die Temperaturen bewirkten Verzerrungen. 

4 (1, Rysin «) — T, R, cos x — N R,sinx + X R, Ry sina = 0, 

— (NV R, sina) +7, Rf, snao+7,R, sine +Z Rk, R, sin « = 0, 

ee (G4, R, sin «) —G, R,cosa—WN R, R, sin « = 0. 
Eliminiert man 7’, aus den ersten zwei Gleichungen, so ist 
R, sin « (7, sin « + N cos «) + #(«) = 0, 
F(«) Salvi R, sin « (X sin « + Z cos a) da + C, 
Vie NR, 


ae Ve F(o) 
Le= TER eu GB, skis e 
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Ih hive 

fh, cia oe R, da H (x), 
F (x) 

Hf («) = R, sin? « R,Z. 


IV. Aufstellung der Differentialgleichungen. 
Rk, = const. 


ina+A /, x , 
suo * (4 = +-;a... Kriimmungsradius des Rohres). 
sin « Ry 


Differentialgleichung zwischen @, V: 


Rae pe. 


aes —N R, R,sin« —G, R,cos«. = 0; 


daraus folgt: 


L (8) v8 =— V4 Ow), (1) 
1 d é d R 
L( y= ie ea, |e sin « 7 ( ) |g cot? a) 
®@ (x) = Bue lr, cot « l. zdz— 7. (Ry sin « | t, eda) ; 
. h ae. 
oe SB 

~~ 12(1— 9)" 
Die zweite Beziehung zwischen # und V erhalt man aus der Vertraglichkeits- 
bedingung @ = bes Rechnet man die Werte fiir € und ¢ aus, driickt man 

Vat 


weiters €,) und ¢,, durch die Krafte aus und setzt man diese Werte in obige Ver- 
traglichkeitsbedingung ein, so erhalt man: 


L(V) +»V=hR,EO+ yp (a). (2) 
ree ay R Rel a te d 
P (a) = 2 {cot | a a Bal } Rl By bo By) Kose [Re 
h h h 
As 2 = 2 d ts 
cots BiB E | aoe cots Rap | ee (R02 | ua) 
tet id ys te 
V. Integration der Differentialgleichungen. 
L(8)—vd=— 2 V4 O(a ), (1) 
LV) +7V=hR, EO + ¥ (a). (2) 
Setzt man: 
Gs oe U, 
; Pa eae 
nimmt man weiters an: 
2 (a 
b= sae V 3(L— ”) 


und 


Pd Ee pepe ee 
= Ss 
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so schreiben sich obige Gleichungen wie folgt: 
L(U)— v0 =igv 4+ 2%, (1’) 

L(V) +7V =i7U + ¥ (a). (2’) 
Eliminiert man aus diesen Gleichungen V, so erhalt man folgende lineare, inhomogene 
Differentialgleichung vierter Ordnung: . 

LL(U) + #@U =igP (0) + % B(a) + L(G (a)), 
A oP yp: 

Die allgemeine Lésung U dieser Differentialgleichung wird erhalten, indem zu 

der allgemeinen Lisung U, der reduzierten Gleichung . 


BAD Ce Uy 30 


ein partikulares Integral U, der inhomogenen Differentialgleichung dazugezahlt wird. 
Nun zerfallt aber die reduzierte Gleichung vierter Ordnung in die folgenden zwei 
konjugierten zweiter Ordnung: 

L(U,) —1tx U,=0, 
LU Via 0 Uy ==.0. 


Da die Lésungen der ersten dieser Gleichungen konjugiert komplex zu denjenigen 
der zweiten sind, kann die Lésung U, der Differentialgleichung vierter Ordnung 
sofort angegeben werden, sobald man das allgemeine Integral der ersten Differential- 
gleichung allein kennt. 

Fiir den Fall, daB ® (x) und Y (x) nicht Null sind, mu8 eine partikulére Lésung 
der unverkiirzten Differentialgleichung vierter Ordnung, oder was dasselbe ist, ein 
pratikulares Loésungssystem U,, V, der Gl. (1’) und (2’) gefunden werden. Auch 
in diesem Falle ist die Aufgabe losbar. 

Ist namlich 


U,* a Q, + tQ, 


eine partikulare Loésung der inhomogenen Gleichung zweiter Ordnung 


Pe i oa oe P(e) hehe 
E(C A) —i2 US = P(x) me a Ve 
so ist 
Creat .9,, V,=——@ 


ein Lésungssystem der inhomogenen Gl. (1’) und (2’). 
Die Aufgabe ist daher in allen Fallen durch die Integration einer einzigen, ge- 
wohnlichen, linear-inhomogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung 


L(U) —ixU = W(x) +(e, + iy) ® (a) 


im wesentlichen geldst. 


a) Die homogene Differentialgleichung. 
Zuerst wird die allgemeine Losung U, der Gleichung 
LU \ 3a = 0 
ermittelt. Die Werte von L(_ ) und R, sowie fiir sin « = x werden in diese Gleichung 


eingesetzt. 

Es wird nun vorausgesetzt, da8 man fiir U, eine nach Potenzen von # mit un- 
bestimmten Koeffizienten und Exponenten geordnete Reihe annehmen kann. Setzt 
man diese Reihe und ihre Ableitungen in die eben erwahnte Gleichung ein, so mul 


Ingenieur-Archiv V, 2. 9 
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sie, da U, eine Losung der Gleichung sein soll, zu einer Identitat werden. Der Ver- 
gleich der Exponenten der unabhangigen Verinderlichen gibt das Fortschreitungs- 
gesetz derselben an, wahrend der Vergleich der Koeffizienten der verschiedenen 
Glieder, die dieselbe Potenz der unabhangigen Veranderlichen enthalten, die Relationen 
zwischen diesen Koeffizienten angibt. 

Die Normalform obiger Differentialgleichung fiir « = b hat die Form: 


(2 — dP, UO + (e- 0)“ EP oy UO, PO = 0, 


P= Dd) beg (% — b)t; % = 0,1) 2,350.. 50. 
q=0 
Sie wird durch eine Reihe 
co 
U, = (x, — 6)? Sc, (@ = 0)’ 
v=0 
befriedigt. Die Koeffizienten c, werden sukzessive aus der Rekursionsformel bestimmt: 


fy (@) Co 1 a eee Ley a oe + v)c, = 0; v = 0, 1, 2, 3, ..., 00, 
f; (0) SAL [2 = 0(0 5 Ge), H = 0, ce 
x= 0 
Da cy + 0 sein muB, folgt: 
fo (@) = %o0 + %10 @ + %99 0 (0 — 1) +... + %noe (0 —1)...(0o —n+1)=0. 
Daraus werden die Anfangsexponenten 0,... 0, berechnet. Durch Koeffizienten- 
vergleichung erhalt man die Werte fiir «,,. 

Um einen méglichst groBen Konvergenzbereich zu erhalten, la8t man die Normal- 
stellen mit den singularen Stellen (7, = +1, x, = — 1, x; = — A) zusammenfallen. 
Dividiert man diese Differentialgleichung durch (x — b), so werden die Indizes q 
von «,, um die EKinheit verkleinert, so daB f,, = «,,, 1 ist. Setzt man die Werte 
fiir Boo, Bio und Boo in die Formel fiir f) (0) = 0 ein, so erhalt man 0, = 0, 0, = 1/2. 
Daraus folgt die Rekursionsformel zur Bestimmung der zur Reihe 0, = 0 gehérenden 


Koeffizienten. 
Es ist: somit 


%, = Dd’, (sina — b)? 
»=0 
ein Integral unserer Differentialgleichung. 
Ein zweites partikulares Integral von L(U,) —ixU,=0 findet man leicht 
wie folgt: Setzt man U, = cos « U,* in die Gleichung 
A+sin« dU, dU, COS? x 
sin « do® da ( (sin « + A) gin « 
weiters x = sin « ein, so erhalt man fiir U,* eine Gleichung, deren Normalform fiir 
« = b der fiir U, analog ist. Der Gang der Rechnung ist dann der gleiche wie vorher. 
Ks ist 


+ cot « ! ix) i= '6, 


£,* = 3S’ c,* (sin « — b) 
v=0 
eine Lésung der Differentialgleichung fiir U,* und somit cos « ‘8,* ein zweites Integral 
der Differentialgleichung fiir U,. Da ‘8, und §,* cos « linear unabhangig sind, ist 
die allgemeine Lésung der Differentialgleichung: 
Uy=¢,|1 + “1 (sin « — b) + (sin « —b)? + ...)/+ 
0 


0 
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* i * : 
+ ¢9* cos a}1 + <j, (sin — b) + “2. (sina — 6)? + im 


Die Koeffizienten Cy: € und ¢,*:¢)* sind komplex. 
Aus einfachen Uberlegungen folgt: 


a = —w(C,a, + Cia, + Ca, + C, a). 
Ch ; 
aki M, +4N,, 
Com FSS we 
Co* = My =e Uny 5) 
co 
a, = »'m, (sin « — 6b)”, 
v=0 Mo=1 
co 
a, = S'n, (sin « — 5b)’, 
v= No = 
co 
a, = cos « Y’m,* (sin « — 6)”, 
ox Nd = 
co 


a, = cos « ¥’n,* (sin « — b)?. 
10) 210 


dd, 
7 aN 3 (C, 6, + Cz by + Cy bs + C, by). 
co 
b, = cos « »' vm, (sin « — b)’—!, 
wt) 
co 
b, = cos « >’ vn, (sin « — b)’—!, 
v=0 
(oe) co 
b, = cos? « >) vm,* (sin « — b)’—!— sin « 7 m,* (sin « — 5b)”, 
v=0 V=0 mM*= 
co co 
b, = cos? « >’ v n,* (sin « — b)’—! —sina >’ n,* (sin « — 6)’. 
O =O ¥0=0 m*t=0 


v= + (Ci fi + Co fe + Cs fs + Ca fa). 


fy = ey > 1.03; 
fp = + % a, — VM, 
fs = — %# A, — VAs, 


{ge +. % dg = 1.4. 


dv ] 

a = 7 (Org + C2 Ge + C393 + Cy Q4). 
9g, = — *b, — v by, 
Oa +x b, — vbg, 
Jz = — 4b, — v dz, 


9g = + xb; — v dg. 
C,, O,, Cy und C, sind Integrationskonstanten. 


Wahlt man b = 0, also eine regulare Stelle als Normalstelle, so erhalt man 9; = 0, 
0, = +1. Daraus ergeben sich die beziiglichen Rekursionsformeln zur Bestimmung 
g* 


124 J. Benischek: 


der Koeffizienten. SchlieBlich folgen die Werte fiir a, bis a, und 6, bis 64. Im tbrigen 
gelten die unter den singularen Stellen als Normalstellen aufgestellten Formeln. 
Das allgemeine Lésungssystem #,, V, der zwei simultanen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung enthalt vier Integrationskonstanten (C, bis C,). Anderseits sind 
gerade vier Konstanten zur Erfiillung der folgenden Randbedingungen notig: 


D2 ooo = Vi = 900 =O, 
Diy = 270° — 0 Va = 2709 — 0. 
Die fiinfte Integrationskonstante, die man braucht, um den Randkraften parallel 


zur Rotationsachse zu geniigen (zwischen diesen und der Rohrwandbelastung besteht 
eine Gleichgewichtsbedingung), ist im Integral F (x) enthalten. 


b) Die partikularen Integrale des simultanen, inhomogenen 
Gleichungssystems. 


Liegt ein Belastungsfall vor, fiir den ®(x) und WY («) nicht Null sind, so mu8 
ein partikulares Integralsystem des inhomogenen Gleichungssystems (1’) und (2’) 
gefunden werden. i, 

x) Reine Uberdruckbelastung. 
Lreeae Oy 

4Z=—p 
(p...der gleichmaBig verteilte Druck, bezogen auf die Flacheneinheit der Rohr- 
wandmittelflache), 


— Rp _. : 
F (a) =—>*~ [sin @ (sin « + 24) + C], 
D(a) = 0; 
Reva COS & ‘ ; ie 
Y (= AC a a (24+ 3sinxn ——-sinta}, 
Kee ae 
M =-— =. 


Da ein elementares Partikularlosungssystem nicht gefunden wurde, muBte die 
Lésung U,* aus der Differentialgleichung 


LAO) x Un aa Ca) 
durch Reihenansatz bestimmt werden. 
Spaltet man in U,* den Faktor K, cot « ab, das heiBt man setzt 
UF = 0, 2 1Q, = Becot ot heot a (Oe 7 Q5*), 


so erhalt man zur Bestimmung von U,* eine Differentialgleichung, zu deren Integration 
die Klammerausdriicke wie folgt nach Potenzen von (sin « — b) entwickelt werden: 


COS & 


4 5 
: @U,+ = ‘ dU,+ 
> Xoq (sin x by da2 | Ds X19 (sin & b)4 da I 


q=0 q=0 
4 Meg 
+ cos « | D>) % oy (sin « — by U,+ = cos « >" y, (sin « —b)2. 
q=0 £20 
Die Koeffizienten «,,, y, werden wieder durch Koeffizientenvergleichung be- 
stimmt. 


Obiger Differentialgleichung wird:mit der Reihe 
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co 
Pet a, Cn (Sin OC — b)” 


geniigt. Setzt man in sie diesen Wert fiir U,+ und dessen Ableitungen ein, so erhalt 
man die Rekursionsformel, die zur Bestimmung der Koeffizienten c, dient. 


Da die Koeffizienten c, komplex sind (c, = q,, + ¢q.,), so erhalt man fiir U,+ 
durch Trennung des Imaginaren vom Reellen: 


co co 
U.+ = 3) dry (sin « — b)? +4 dD’ gs, (sin « — Bb)’, 
AN) v=0 

co 
2 Gin by OF Q, = Ky cot « Q;t, 
v=0 

eo 
2». d2v (sin Oo = b)” SS Qo, QV. = mG, cot x Ont. 
o=0 

Damit ist em partikulares Lésungssystem U,, V, bestimmt. 
Tey EG 
0, = D> ey cot a Or. 
Vd Vii BG 1 ae 
aay eae in? a 2 + Cos % cot ~ Q," | 
co 
Ost = 2) 0 day (sin a — 6) —}, 
v=0 
V_= Ky coti«.\Q,-— f Q.'|. 
d 1 (it ek |) 
Te = Ko\— gare (rt — = Qa"| + 008 « cot «/Q,"” — 7 Q,"}. 


QiV = DS) 9d, (sina — 6)?—?. 


v=0 


B) Reine Warmespannungen. 


2. C= Aly 
Ay 
fog) a=, 


L(U,*) —ixU,* =A, 


Ree 
UX D(a) —t 57 O(a). 


Temperaturverteilung : 
t,=t,cosg +t, (yy = « — 90°), 


v 


AE (oc) 


to = const. 
®@ («) = Cae R, cot « [t, (1 — 4 — 2sin x) sin « + (tp — ty) (1 — sin )], 
O cos « 1 1 24 \ sina +A ty, cos x 
P(x) = sin? « Gece sin « sintg) + BE RA sin « 2 


Setzt man die Werte fiir den Operator L (_ ), fiir ® (x) und Y («) in die Gleichung 


L(U,*) —ixU,* =A 
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ein und substituiert man U,* = cot « U,*, so erhalt man eine Differentialgleichung 
fiir U,*+, die vom selben Typus ist wie jene beim Falle der reinen Uberdruckbelastung. 
Es werden daher die Klammerausdriicke genau wie im Falle « nach Potenzen von 
(sin x« — b) entwickelt und die Werte fiir «, ,, y, wieder durch Koeffizientenvergleichung 
bestimmt. 

Dieser Differentialgleichung wird deshalb wie im Falle « mit der Reihe 

U,+ = »'c, (sin « — 6) 
v=0 

geniigt. Der Gang der nun folgenden Rechnung ist der gleiche wie unter Punkt « 

Damit ist das partikulare Losungssystem U,, V, bestimmt: 


Dis ota. 
d=. ieee | 1 , 
da D % & sin? « Q.t + cos a cot « Qzt ) 
ce 
5+ — DER Pov (sin (o8 ae ve 
v=0 : 
co 
Q.0 = S Yo» (sin « — bys 
v7=0 


V,.= cot.o (2." — = Q:*). 


uae = — (Q:* . Q2") + cos « cot (Q.*"—= Qot ‘ 
co 
Q,* = A, Gig (sin o Bye, 
o=0 
co 
0 =) vai lsin x — 6) = 
v=0 


VI. Berechnung und Zusammenstellung der Werte 
fir Ns, Cea l 1: Cw v Gartumden Abschnith Vaszbzw aoe 7. 


(2) (2) (2) (2) (2) 
2 dV, . : 
Ad Va: Setzt man die Werte fiir Vj, we in die folgenden Gleichungen ein: 
Y = NOR 
Pea a Sg ho) 
Pa R Cote R, sin? « ’ 
1a 

sh Fortes R, doa reali) 


und beriicksichtigt man, daB, wenn VY (x) = 0 ist, auch F («x)= X =Z=O sind 
und daher auch H (x) = 0 sein mu8, weiters ¢ = 0 ist, so ergibt sich: 


sin « 


R,N,= sina +a (Cr fi + Cafe + ¢3 fs + C4 fa). 
Cy 
x =Cy; 
COS & 
RK, Fei == sina +A (Cy fr + Co fa + C3 fs + Ca fa), 


By Ty. = — (191 + C292 + Cs Js + C4 Ja). 


Berechnung der Spannungen ineinem ungleichmafig erwarmten, kreistérmiggekriimmten Rohre. 127 


Setzt man die Werte fiir 3, und a in die folgenden zwei Gleichungen ein: 


E oY BP cota \ hi 

Ge 1— Ga ae RB | 6 
HE B cot « Oo \A 

— > | eae 

Gy one Ra rae lay 


so ergibt sich: 


Gary = C1 Py + Co Po + C3 Ps + C4 Pa (p. = by + ae ay), 


COS & 


Gurr = C191 + Cao + C393 + C4 Me (q. =», ae A+sinw ay). 


Die Funktionen /,, gy, P», dy» sind eindeutig bestimmbare Funktionen von «. Die 
Integrationskonstanten ¢,, C,, C3, cy werden aus den Randbedingungen bestimmt. 


Oo, 
Ad Vb a: Substituiert man die Werte fiir V.,-G es iss ae , von b « indie unter Va er- 


wahnten Gleichungen fiir V, 7, T,, Gz, G, ol beriicksichtigt man, daB 


Z= — p, 
xX = 0, 
F («) = — [sin « (sin « + 2 A) + C], 
Ky - 0-02. 
roe 


ist, so erhalt man: 


AC COS & v 
N, NS Rip Denes IG yi (2." x Q:"| 


R 1 : : . 
Pea i sin « (sin « + A) { sina (sina + 21) —O[acosa(Q,*— 7 Qa") —1]}, 
as Ju , 
Pa a ee {2 (Q.* a $ Q.*) i} cos a cot « 2 (Qy" —2 9," a i, 
yp 40 1 cos « cot « ; 
oe = x freer sin« +A ]Qz* — 00s « cot « Q,"'t, 
Rvp Ac cos « cot x : ; 
PEAS os % ene sin x +A Q2! es 
Ad V b8: Substituiert man die Werte fiir Vz, ae ipa. "2 von bBi indie nachfolgenden 
Gleichungen: 
Vo=e VER 
F (a) 
(se R, cot — ea 
1 aV 
ee eda tO 
ae) 
2 
—H Oo - Peotia: | h® 
G.= 1_r ee as R, re + (1 + nal 2a 
ey 
ze 
—E {| Pcota« ow” 1h 
c= Sea {| R, 4+ zr aot (1 + na \ ied} 
—+, 
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und beriicksichtigt man, daf 


Rohre. 


A = 0, 
ZL =er0, 
Wa (4 hoe 0 
sind, so erhalt man: 
aa COS & au te ae 
NR = =F (0 eee ) 
/ pe Le 2 fe nnd oe path 
Lge sin x (sin x + A) ‘cos »(Q x Qs }+¢|, 
1 y ‘ Cos? & ’ v , 
Ty, =~ |(Q* — 2 @,*) + 0|— SE (@."— 2," 
esc as licen COS & Cot « F ‘ Pz) eee be he : in: 
Co. = > {laure bicdear ee eri Qa + cos x cotaQ, t= ee * (¢, sin « + ty —ty), 
yal LSPS creat cos « cot ~ “dete FO Ls ue ee he : ae 
Gy2=— Maat a Sapa Q.+ + cos « cot *Q, ae (é, sin w + ty —-t,). 


Q1*, Qot, Q17*’, Q,*’ sind, wie aus dem Vorhergehenden zu entnehmen ist, bestimmbare 


Funktionen von «a. 


Die tatsachlichen Werte fiir die fiinf GréBen N, 7,, T,, Gy, G, erhalt man durch 
Superposition der allgemeinen Lésungen mit den partikularen. 


Aus den GréBen N, 7,. 7,, G,, G, berechnen sich die Spannungen wie 


Oyz, = 9; 


NS Nae Ne; 

T, = Tey a T 2, 
+ Pye, 
G, = Gey + Gas, 
O73 


folgt: 


& 
oi he Oy hn 
eo 


Kine Méglichkeit, die vorliegende Arbeit praktisch anzuwenden, ware unter anderem 
die Untersuchung der Spannungen in dem gekriimmten Teil eines Siederohres eines 
Dampfkessels, wobei die Verhaltnisse vermutlich ahnlich sind wie im gegenstand- 
lichen Falle. Es entsprache der Dampfdruck p dem inneren Uberdrucke und die 
ungleichmafige Erwarmung von auBen wiirde durch die Heizgase und die Strahlung 


* 2 ist gegeniiber R, und RF, vernachlassigt. 
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bewirkt. Allerdings sind die Verhaltnisse an den Enden der Kriimmung des Siede- 
rohres andere wie an den entsprechenden Stellen des angenommenen Ringkorpers; 
aber immerhin kénnte man einen gewissen Einblick in den Spannungsverlauf in der 
Kriimmung eines Siederohres erhalten. 

Die numerische Berechnung der Spannungen fiir einige Punkte eines Ringkorpers 
(EZ = 2- 10%kg/em?) von 4mm Wandstarke, einem lichten Rohrdurchmesser von 40 mm 
und einem Kriimmungsradius des Ringkorpers von 80 mm sowie einem inneren Uber- 
druck p= 20at und weiters einer Temperaturdifferenz zwischen der Innenflache 
(400° C) und der AuBenflache der Rohrwand (550 bis 650° C) von 150 bis 250°C hat 
ergeben, da die Ringspannungen 7’, sowohl im Falle der reinen Uberdruckbelastung 
als auch im Falle der reinen Warmebelastung gegeniiber den Radial- (7 2) und den 
Schubspannungen (NV) sehr bedeutend sind; auch die auftretenden Biegespannungen 
sind betrachtlich. Der Charakter der Kurven der Spannungen fiir verschiedene 
Winkel a erscheint in beiden Fallen ahnlich. Die durch die ungleichmaBige Erwarmung 
hervorgerufenen inneren Spannungen sind demnach bedeutend?. 


(Eingegangen am 29. November 1949.) 


On Complete Forms in a Turbulent Three-Dimensional Flow 
of Compressible Viscous Fluid. 


(Momentum Transfer Version.) 
By M. Z. Krzywoblocki, University of Tlinois. 


Summary. Prandtl has suggested a generalized tensor form for Reynolds stresses in an 
incompressible turbulent flow in cases where the momentum transfer theory is applied and where 
neither the mean nor the turbulent motions are confined to two dimensions. In the present note 
there is suggested a sequence of generalized tensor and vector forms for additional stresses and 
energy terms in a compressible viscous turbulent three-dimensional flow. Four basic equations 
are taken into account: equation of motion, continuity, state and energy. As the basic theory, the 
mixture length theory was assumed and in the equation of motion the momentum transfer 
theory was accepted. 


Zusammenfassung. Fir Falle, wo die Impulsiibertragungstheorie anwendbar ist und 
in denen weder die allgemeine noch die turbulente Strémung auf zwei Dimensionen beschriankt 
bleibt, hat Prandtl eine verallgemeinerte Tensorenform der Reynoldsschen Zahl fiir die une 
zusammendrickbare turbulente Strémung vorgeschlagen. In dem vorliegenden Bericht ist eine Folg- 
von verallgemeinerten Tensor- und Vektorformen fir zusatzliche Spannungen und Energieformen 
im einer zusammendriickbaren viskosen dreidimensionalen Strémung vorgeschlagen. Vier Grund- 
gleichungen sind in Anwendung gebracht: Bewegungs-, Kontinuitats-, Zustands- und Energie- 
gleichung. Als Ausgangstheorie wurde die Theorie der Mischungslinge zugrunde gelegt und in 
der Bewegungsgleichung die Momententibertragungstheorie angenommen. 


Résumé. Prandtl a suggéré une forme généralisée de tenseurs pour le chiffre de Reynolds 
dans le cas d’un fluide incompressible et turbulent pour tous les cas ot: la théorie de transfer des 
quantités de mouvement est appliquée et dans lesquels ni le mouvement général ni le mouvement 
turbulent sont réduits 4 deux dimensions. Dans la note présente, une suite de formes de vecteurs et de 
tenseurs généralisés est proposée pour les tensions supplémentaires et les termes d’énergie,dans un 
fluide compressible, visqueux et turbulent de trois dimensions. Quatre équations de base sont mis en 
vigueur : ’équation du mouvement, celle de la continuité, celle de létat et celle de l’énergie. Comme 
théorie de base, la théorie de la longueur mixte a été supposée et dans |’équation du mouvement 
la théorie du transfer des quantités de mouvement a été adoptée. 


2 Love: Elastizitatstheorie. Geckeler: Festigkeit axsialsymmetrischer Schalen (Forschungs- 
arbeiten VDI). Forsythe: Differentialgleichung:n. Meissner: Das Elastizitatsproblem fir 
diinne Schalen von Ringflachen-, Kugel- oder Kegelform (Physikalische Zeitschrift, Jahigang 1913). 
Eichelberg: Temperaturverlauf und Warmespannungen in Verbrennungsmotoren (Forschungs- 
arbeiten VDI). FOppl: Drang und Zwang und Techn. Mechanik, 3. und 5. Band. Wissler: 
Festigkeitsberechnung von Ringflachenschalen. 
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Introduetion. 


Prandtl has suggested a generalized tensor form for Reynolds stresses in an 
incompressible (inviscid) turbulent flow in cases where the momentum transfer 
theory is applied and where neither the mean nor the turbulent motions are confined 
to two dimensions. In the present note there is suggested a sequence of generalized 
tensor and vector forms for additional stresses and energy terms in a compressible 
viscous turbulent three-dimensional flow. As the basic theory the mixture length 
theory was assumed and in the equation of motion the momentum transfer theory 
was accepted. In the case of an incompressible (inviscid) turbulent flow the assumption 
that momentum is a transferable property necessarily involves the assumption that 
the fluctuating variations in pressure gradient which certainly exist in a turbulent 
field of flow, are ineffective so far as the mean transport of momentum is concerned. 
If the turbulent flow is (theoretically) a two-dimensional one, the only component 
of vorticity is preserved and it may be assumed to be a transferable property. When 
a motion is not confined to two dimensions the vorticity components are not preserved. 
In the case of a compressible viscous turbulent two-or-three-dimensional flow no 
property is preserved. Consequently neither momentum nor vorticity transfer theory 
is exactly correct. According to the author’s knowledge there exists at least one 
attempt to attack the problem according to the general ideas outlined in the present 
note? without going deeply into details. 


I. Basie formulas and laws. 
1. Equation of motion. 

With the equation of continuity multiplied by V (wo, vo, wo) and included, when 
no extraneous forces and no effects of gravitation on the compressibility phenomena 
are considered, the equation of motion has the form: 

(0 Us), + (OQ Us U5), 5 = Tes, 4s (1) 
where the components of the stress tensor are: t;; = — p + & (4 — 2 U;,;/3) = 


= — pt tia Tig = C3 =Fej €s3 =Ui,3 + Uy,«. These forms of stress components 
are in accordance with those given in? but have opposite signs to forms cited in °. 


2. Equations of continuity and state. 
These are: 


O¢t(Owme= 0) p= Re fT. (2) 


3. Equation of energy. 


With the continuity equation multiplied by Jc, 7 and added to the left side 
this equation has the form: 


Jc, [(o T),,+ (0%: T) J +pu., =F (RT). + ®, (3) 
D = ¢6,; 3;;/2 =p [2 U;,4U5,4 — (— €c7 2 Uy, 1)? — (5) (uz, )*], (3a) 
where the skew-symmetric quantities «;;, equal + 1 or — 1, according as the 


indices 7, 7, k are even or odd permutations of the integers 1, 2, 3, otherwise equal 
1 W.G. Newzglyadov: The Theory of the Turbulent Motion of Compressible Fluids. Doklady 
Akad. Nauk SSSR. (N. 8.) 58, No. 4, 547—550 (1947). 


2 S$. Goldstein, Editor: Modern Developments in Fluid Dynamics, Vol. 1, p. 95. Oxford: 
Clarendon Press. 1938. 


3 W.F. Durand: Aerodynamic Theory, Vol. VI, H.L. Dryden: Aerodynamics of Cooling, 
p. 239. Berlin: Springer-Verlag. 1936. 
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zero by definition. The coefficients of viscosity and heat conductivity k are essentially 


the functions of temperature. The variation of those coefficients with pressure may 
be neglected. 


II. The averaged equations. 
The averaging process will be applied to all the dependent variables (u; = Uji + Uz, 
2 = + @’, etc.). The laws of the averaging process are: y =y + y' =q, 9 =0, 


PP =P TP, PPL =PoPoxo + PoP XL +wP xX tue vy tev, O41 = 
ers etc. 


1. Equation of motion. 
It has the form: 


(Oo Mos), t + (Oo Uys Uoi).4 =Tois.s + U44,.5 — OS ee (0 U; Us)’, ;- (4) 


The symbol t,;; denotes the stress tensor in its complete form in the mean flow. The 
other symbols denote: 


Tis = (u €12). 12 (fe Az, ;)' |3, tii, = (u €;5)'5 (5) 


(@ U; U;)’ = 09 U, uj + Upi o u,; + Ug3 @ Ui + 0’ U, uj. (6) 


In case yw is given by the formula uw =, >’ a; T’, one may easily find the following 
0 


values: 


(u €:3)' = [ly (ap eny 7” + a, (E015 qT’? sme eee As Eig. Dee) Fie eo bel (5’) 


(u Ui, i) = fly [Ay t,.410° + x (pepe tack aad Wig Tr eek IY eS) Sone (5) 


where, of course, the symbol ¢«,,;’ denotes the sum w,;,;’ + u,,,’, ete. 


2. Equations of continuity and state. 


These equations are fulfilled separately for the mean and turbulent motions: 


Oo.¢ + (Co %o2),¢ = 9, O14 + (0 U7'),¢ =O, Do =k To, piSRoet =0. (7) 


3. Equation of energy. 
It takes the form: 


J Cy [(09 To), + + (0 T"),4 + (00 Moz To) + (0 w; rer Sr Polis ere) ae = 


=I [ho Loa). + (FT) elt OP +2, (8) 

where the used symbols denote: 
(grate) (09 Wer EY: ge Oo +7, 0 u; +o u; T’, (8a) 
Dy = (5) foes born — © = (5) (si4 335)" (8b) 


Letting k =k, »'-6; T’, one may easily construct the term (hk T ,)'. A similar 
0 


remark refers to the quantity ©’, which may be split into three parts. Perhaps attention 
should be called to the fact that equation (8) is not cited in various books in its correct 
form. In Reference? the equation of energy [(14), p.40] is completely incorrect 
and even has terms of different dimensions. Similarly equation [(19), p.42] in * 


4 G.P. Paine: Aerodynamics of the Psychrometer, p.40 and 42. Delaware Notes, Univ. 
of Delaware, Newark, Del. 
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which constitutes the base of the ensuing study has terms of different dimensions. 
Equation (14), Ref. 4, is cited in Ref. *, p. 576 and 577. 


III. Additional stress- and energy terms. 


According to the known mixture length theory the effect of turbulence on the 
transfer of a property is represented by the relation 


Q = — (hy — h,) v' dH/dy =— Lv' dH|dy =— I V dH|dy, (9) 


where @ denotes a mean rate of transfer of H across a unit area perpendicular to Y, 
H denotes the property of the fluid, h, — h, =L the distance between layers and / 
the mixture length. The symbols U, V, W denote the root-meansquare values of 


the turbulence velocity components w’, v’, w’, i.e. (u’?), (v’?)", ete. The equestion 
whether the mixture length /’ may be assumed the same in different stress- and energy- 
terms (expressing the transfer of momentum, heat, etc.) is a separate one and will 
not be discussed here. The product J’ V together with some other factors may express 
virtually (apparently) a certain property of the gas or of the motion (I' @ vp» is 
virtually a coefficient of viscosity, etc.). To account for the distribution of mean 
velocity in turbulent field of flow of an incompressible fluid the hypothesis that 
momentum Q, Uy is a transferable property in the sense of the above cited equation 
had been put forward. In connection with that Prandtl pushed forward the hypothesis 
that Uv =Pdujdy or wv =—P (32) | E _ It will be noted that the mix- 
ture length J defined in this way is not identical with the mixture length /’. The 
quantity 7] can be evaluated in cases where the stress and the velocity components 


as > 
of the mean motion are known. But /’ can be evaluated when the vector R = R (U, 
V, W) = 8; is also known. The justification of Prandtl’s hypothesis may be found 
in °. The equations of motion and energy of a turbulent flow have the same forms 
as the ordinary equations of motion and energy of the mean flow provided that 
additional virtual stress components, additional virtual rate of convection of heat, etc. 
are added to the mean values of the stresses due viscosity, to the mean value of the 
rate of convection of heat, etc. in each equation respectively. Im case of an 
incompressible inviscid fluid these additional virtual stresses reduce to Reynolds 


stresses (— @)u’?, — @,u’' v', etc.) which are mathematical representations of the 
transport of momentum across a surface due to the velocity fluctuations. They are 
expressible in terms of the mean flow quantities by means of Prandtl’s hypothesis. 
In case of a compressible viscous flow many more terms must be taken into account 
by means of a “generalized” Prandtl’s hypothesis to cover all the possible cases of 
turbulent quantities of density, temperature, etc. The assumption that the density 
and temperature are subject to fluctuations necessarily involves the assumption 
that there exist the fluctuating variations in pressure. But, as mentioned above, 
there does not exist any method permitting to take into account the effects of those 
fluctuating variations in pressure gradient. The fluctuating pressure gradients affect 
the heat transfer and heat conduction in a compressible viscous fluid because the 
pressure and temperature affect the coefficients of viscosity and heat conductivity. 
In case of an incompressible fluid (where usually yw is assumed to be constant) the 


fluctuating pressure gradients do not affect the heat transfer (see Ref. 2, Vol. IT, 
p. 648). 


° H. Dryden, Murnaghan and H. Bateman: Hydrodynamics, Bulletin of the National 
Research Council, No. 84, Febr. 1932, p. 576, Washington. 


° H. Schlichting: Uber das ebene Windschattenproblem. Ingenieur-Arch. 1, 5383—571 (1930). 
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A generalized version of momentum transfer theory applicable to cases where 
neither the mean nor the turbulent motions in an incompressible (inviscid) fluid are 
confined to two dimensions has been given by Prandtl who suggested, particularly 
when one component of the mean rate-of-deformation tensor is much greater than 
the others, the following complete tensor form: 


= Oo Uy Us = Og PS, (Ugi,5 + Uo;, 2); (10) 
where the symbol J, denotes sometimes the quadratic invariant of the complete 
tensor multiplied by — 1 and sometimes the sum of the quadratic invariant and the 
quantity 2 w»;,; = 0 (incompressible fluid). Both forms are cited in 5, p. 397, 2. 7, 6 8-10, 
In the present note there are suggested complete tensor and vector forms for all the 
additional terms in the equations of motion and energy. They are put together in 
form of tables and can be simplified in each particular numerical problem. The last 
rows in each table contain those forms simplified for the case of a two-dimensional 
flow with the mean velocity wo parallel to the x-axis and with all the dependent 
quantities (%, 09, Po, To, ete.) being functions of y only. 


1. Equations of motion. Table 1. 


a) The ordinary Reynolds stresses — 0, u,' wu; are the virtual stresses of the 
second order in which the mean momentum g)u) with the velocity subject to 
variation is a transferable property. In the row 7 there are given the proposed complete 
tensor forms in case some components of the mean rate-of-deformation tensors are 
much greater than the others. The subscript c in o, denotes the conjugate quantity 
and f; is a unit vector. 

b) The “supplementary” Reynolds stresses are the virtual stresses of the second 
order in which the mean momentum 0, (uw; + U;) with the density subject to 
variation (velocity components are assumed to be constant) is a transferable property. 
The virtual coefficient has dimensions of a square of velocity (dynamic pressure) 
and I’ 09,; is equivalent to | g,, di. 

c) The “turbulent dynamic stresses” are the virtual stresses of type 0’ u,’ u,’. 
The tensor is of the order two but the stresses are essentially of the third order since 
all three factors are subject to variations. As the transferable property the “‘turbulent 


momentum”’ 0! U,! with variable velocity may be assumed. The symbol y denotes 


the quantity (0'?)*. 

d) The “turbulent viscous stresses” t,;;’ may have the quantity uw) =J Cy 0 7' 
with variable 7' as the transferable property. It may be called the “turbulent intrinsic 
energy (heat content) per unit volume and per 1°”. In the table there are given the 
general components of the tensor 1;,;’ but of course, the diagonal components of this 
tensor have two terms. For example, consider the Row 4. It is: 


tees pith and 
= / 
= LG hy Oy La (3) LW 5,5 by % To, 5: 
/ 
whereas the second component has the form: t,;° = — Le;; 4, Ty,;, ete.. 


7H. Schlichting: Zur Entstehung der Turbulenz bei der Plattenstrémung. Nachr. Ges. 
Wiss. Gottingen, math.-physik. Kl., Fachgr. II Nr. 38 (1938). An Abbreviation of this paper 
is in Z. angew. Math. Mechan. 13 (1933). . Ss 

8 L.M. Swain: On the Turbulent Wake Behind a Body of Revolution. Proc. Roy. Soc. 
(London), Ser. A 125, 647 (1929). 

® W. Tollmien: Berechnung turbulenter Ausbreitungsvorgange. Z. angew. Math. Mechan. 6, 
Nr. 6, 468—478 (1926). 

1 W.Tollmien: Turbulente Strémungen. Handbuch der Experimentalphysik, Vol. 4, 


Part I, p. 289. 1931. 
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e) The last column contains the additional “body force” called by Brillouin 
the “turbulent impulse” (Ref. 5, p. 573). As the transferable property the density 
may be assumed. 


The quantities derived from general tensors for the case of a two-dimensional 
flow are in a full agreement with the quantities cited by other authors like 1, etc. 
The quantity given in Row 12, Column 2, is the known Prandtl’s formula 2, p. 206. 
The virtual coefficient of turbulent viscosity for turbulent dynamic stress is in a 
full agreement with the value cited in 12. 1%, 


2. Equation of energy. Table 2. 


a) The quantities uo; 9’ T’, and 9’ T’ vanish by virtue of equation (7). The additional 
convection of “mean intrinsic energy” is given by the sum Jc, (gy) u;/ T’ + Ty 0’ u;). 
The mean intrinsic energy per unit volume Jc, 0, 7, with 0, and 7, subject to 
variations may be taken as the transferable property. It may be enough to take 
only one term into account since 7’, (0’ u;'),; vanishes by virtue of equation (7). The 
symbol 7;; denotes the Eigen-vectors of a tensor o. As is known, these vectors may 
be used to calculate three invariants of a tensor (Jy = 3 7:3, J3 = 114.33 Nex) from 
which the quadratic invariant J, =7;;;; + 7;; Nex +MNex Mii iS widely used in 
the present paper. 


b) The convection of the “turbulent intrinsic energy” is given by the expression 
ou; T,'. It has the “turbulent intrinsic energy” per unit volume Jc, 0’ 7” with 
variable temperature as the transferable property. 

c) The additional rate of “turbulent work’ per unit volume is given by the 
expression p’u;,;. It has the “virtual turbulence energy” per unit volume 
po » lb in/in® as the transferable property. 


/ 


d) The “turbulent” heat conduction is given by the expression (k T,),,’.. The 
transferable property is the quantity J (k 7. ;),i.e. the rate of heat conduction per 
unit area. The symbol K denotes the quantity (k’?)"/:. 


3. Dissipation function. Table 3. 


a) The first additional rate of dissipation of energy due to viscosity is given by 


®,’ =o €';;2.. The diagonal components have additional term — (3) Mo €:t Wye 
The transferable property is the mean energy per unit volume iy €);; with w, = constant. 

b) The second additional rate of dissipation of energy is given by ®,’ = 2 €9,; yu’ €;,'. 
The diagonal components have additional terms ; 


: ins ON on wate 
a. (a) [Unie Me bse a gis Wa, ]- 


c) The third part is ®,’ =’ e’;,? with the additional term in the diagonal 
components of the value — (=) E55 Weg . 
(Hingegangen am 24. Marz 1950.) 


11 G. N. Abramovich: The Theory of a Free Jet of a Compressible Gas. The Central Aero- 
Hydrodynamical Inst., Moscow, Report No. 377 (1939). Also: NACA, T.M., No. 1058 (1944). 

122 ¥. Frankl: Heat Transfer in the Turbulent Boundary Layer of a Compressible Gas at 
High Speeds. The Cent. Aero-Hydr. Inst., Moscow, Rep. No. 240 (1935). , 

13 fF, Frankl and V. Voishel: Friction in the Turbulent Boundary Layer of a Compressible 
Gas at High Speeds. The Cent. Aer.-Hydr. Inst., Moscow, Rep. No. 240 (1935). Also: NACA, 
T. M. No. 1032 (1942). 
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Studie iiber den Lauf des Fleuriais-Kreisels. 
Von G. Heinrich, Wien. 
Mit 6 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Die Laufeigenschaften des in einer kugelférmigen Pfanne auf einer Pinne 
frei auslaufenden symmetrischen Kreisels werden unter der Voraussetzung von halbflissiger 
Reibung zwischen Pinne und Pfanne untersucht. Die Abhingigkeit des Aufrichtmomentes, 
des bremsenden Momentes der Pinnenreibung und des zusatzlichen Prazessionsmomentes vom 
Neigungswinkel der Figurenachse gegen das Lot werden bei Annahme einer Hertzschen Druck- 
verteilung berechnet und die Ergebnisse in Schaubildern zusammengefat. 


Summary. The motion of a symmetrical gyroscope running out freely in a spherical bearing 
on a pivot is investigated under the supposition of a semi-liquid friction between pivot and bearing 
cup. The dependances of the elevation moment, of the braking action by the pivot friction and 
of the additional precession moment of the gyro axis inclination to the perpendicular line are 
calculated, the distribution of the pressure being assumed to be according to Hertz. The results 
are represented by diagrams. 


Résumé. Le mouvement d’une toupie symmétrique qui roule librement par inertie sur un 
coussinet sphérique avec son pivot. est examiné sous la supposition d’une friction demi-liquide 
entre pivot et coussinet. Les dépendances du moment d’élévation, celle du moment freinant de 
la friction du pivot, et celle du moment de la précession supplémentaire de Pangle @inclination 
entre la verticale et axe gyroscopique sont calculées sous la supposition de la distribution de 
pression d’aprés Hertz. Les résultats sont représentés par des diagrammes. 


1. Einleitung. 


Beim Kreiselsextanten von Fleuriais! 2:3 wird zur Erzeugung eines kiinst- 
lichen Horizontes bekanntlich ein auf einer Pinne frei auslaufender Kreisel verwendet, 
der zu Beginn auf pneumatischem Wege auf eine entsprechende Drehzahl gebracht 
wurde. Die Dose, in der der Kreisel lauft; steht entweder unter Atmospharendruck 
oder, zur Verminderung der Luftreibung, unter Vakuum. 

AnlaBlich seiner Mitarbeit an einer modernen Neukonstruktion des Fleuriaisschen 
Kreiselsextanten stellte der Verfasser Untersuchungen an tiber den Pinnenlauf eines 
symmetrischen Kreisels, der in einer kugelférmigen Pfanne auslauft. In der vor- 
liegenden Arbeit soll iiber die theoretischen Ergebnisse dieser Untersuchung berichtet 
werden, wahrend der Vergleich mit den Versuchsergebnissen in einem nachfolgenden 
Aufsatz dargelegt werden soll. 


2. Die Krafte zwischen Pinne und Pfanne. 


Der Lauf des Fleuriais-Kreisels wird durch die Krafte bzw. Momente bestimmt, 
die von auSen auf den Kreisel einwirken. 

Da wir es mit einem symmetrischen Kreisel von verhaltnismaBig groBer Prazessions- 
dauer zu tun haben, kénnen wir von vornherein gewisse vereinfachende Annahmen 
machen, die fiir alle folgenden Untersuchungen Giiltigkeit besitzen. 

Zunachst konnen wir, da es sich um einen rasch rotierenden Kreisel handelt, die 
Impulsmomentenachse mit der Figurenachse identifizieren. Wir verzichten damit 
auf eine Beriicksichtigung der Nutationen. Sind solche anfanglich vorhanden, so 
klingen sie, bei einwandfreiem Zustand von Pinne und Pfanne, infolge der stets vor- 
handenen Dampfungen sehr rasch ab. Nur bei Fehlern der Laufflache werden 
Nutationsschwingungen dauernd neu angefacht. In diesem Fall ist aber der Kreisel 
ohnehin nicht verwendungsfahig. 


1 Fleuriais: Bull. astron. 3, 579 (1886). 
2 De Jonquiéres: C. R. hebd. Séances Acad. Sci. 104 (1887). 
3 Baule: Rev. maritime (1890). 
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Infolge der groBen Priazessionsdauer kénnen wir ferner alle zusitzlichen Reibungs- 
krafte, die durch die Prazessionsbewegung selbst entstehen, auBer acht lassen. 

Als maBgebender Winkel fiir die Orientierung der Figurenachse dient ihr Neigungs- 
winkel gegen das jeweilige Scheinlot. Bei beschleunigungsfreien Systemen tritt an 
die Stelle des Scheinlotes das wahre ‘ Lot. 

Da bei einem in einer Pfanne spielenden Kreisel der Stiitzpunkt selbst beweglich 
ist, wollen wir annehmen, da8 die translatorischen Tragheitskrafte, die zufolge dieser 
Bewegung des Stiitzpunktes entstehen, zu vernachlassigen sind. Dies soll auch fiir 
jene translatorischen Tragheitskrafte gelten, die bei den Schiffsbewegungen auftreten. 
Die Wirkungen der Momente dieser Tragheitskrafte werden in diesem Fall selbst- 
verstandlich beriicksichtigt. . 

Da ein Antrieb fehlt, haben wir, abgesehen von reinen Druckkraften, nur bewegungs- 
hemmende Krafte (Widerstinde). Diese konnen entweder von der umgebenden Luft 
herriihren (Luftwiderstande) oder von der Reibung zwischen Pinne und Pfanne 
(Pinnenreibung). 

Wahrend der Luftwiderstand zufolge der drehsymmetrischen Gestalt des Kreisel- 
kérpers — bei Vernachlassigung der Wirkung der Prazessionsbewegung — ein reines 
Kraftepaar erzeugt, dessen Momentenvektor in der Figurenachse des Kreisels liegt, 
wird dies fiir die Pinnenreibung nicht zutreffen, sobald die Figurenachse von der 
Richtung des Scheinlotes abweicht. 

Eine einigermafien befriedigende Theorie der Reibung zwischen Pinne und Pfanne 
wurde bisher noch nicht gegeben. Man begniigte sich mit der Naherung, die Beriihrung 
zwischen Pinne und Pfanne als punktférmig und die Pfanne als ebene Flache zu 
betrachten*. Wir wollen hier von der Tatsache ausgehen, daB8 sich beriihrende Teile, 
die aufeinander driicken, immer langs einer endlichen Flache beriihren. 

Nach H. Hertz® bildet sich beim Druck einer Kugel vom Radius r gegen eine 
ebene Platte innerhalb der Proportionalitatsgrenze eine ebene, kreisformige Beriihrungs- 
flache vom Radius a aus, iiber die sich der Druck elliptisch verteilt. Ist P die Druck- 
kraft, so gilt fiir den maximalen spezifischen Druck p,,,, in der Mitte: 


Bee ag 


Pmax = ‘9 zy gai (1) 

Ferner gilt fiir den Radius a: 
ay eles 2 
| ee () 


worin « die Poissonsche Querzahl und # den Elastizitatsmodul bedeutet. Ist letzterer 
fiir beide Korper verschieden (#, und £,), so hat man: 


1 1 1 ] 
—— (oa 8 
Bt me e od (2a) 
zu setzen. 


Driicken zwei Kugeloberflachen mit den Radien 7 und F# aufeinander, so be- 
stimmt sich der Halbmesser der ,,Ersatzkugel“ r, aus: 
Sipe! (2b) 
4 Re E R 
Das positive Vorzeichen gilt, wenn die Kugel mit dem Radius R& von aufen, das 
negative, wenn sie von innen beriihrt wird. Der letztere Fall trifft bei der Stahl- 
pfanne zu. 
Die Hertzschen Gleichungen gelten streng, sobald keine Schubspannungen in 
der Beriihrungsflache auftreten. Sind aber, wie bei der Pinne, die als Schubspannungen 


4 Vgl. Klein und Sommerfeld: Uber die Theorie des Kreisels, H. 3, 8. 592, Leipzig 1903. 
5 Hertz: Gesammelte Werke, Bd. 1. Leipzig: Barth. 1894. 
‘ 10* 
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wirkenden Reibungskrafte klein gegeniiber den Normaldricken, so kann man die 
Normaldriicke auch dann noch naherungsweise nach den Hertzschen Gleichungen 
berechnen. Die Abniitzung der Pinne kann man angenahert durch eine VergroBerung 
des Kriimmungsradius r der Pinnenlaufflache beriicksichtigen. Damit wachst nach (2) 
auch der Radius a des Beriihrungskreisse zwischen Pinne und Pfanne. 

Um die auf die Pinne wirkenden Reibungskrafte berechnen zu kénnen, benotigen 
wir noch ein Elementargesetz fiir die auf ein Flachenelement do der Berithrungsflache 
wirkende Reibungskraft dR. Da es sich um gleitende Reibung handelt, ist die aut 
das Flachenelement do der Pinne wirkende Reibungskraft der Relativgeschwindigkeit v 
des Elementes gegeniiber der Pfanne entgegengesetzt. Ihre Grofe wird der GréBe 
des Flachenelementes verhaltnisgleich sein und vom Normaldruck p im Flachenelement 
und von der Gré8e von v abhangen. Es gilt also: 


dR = y(p,v)- do (3) 
oder in vektorieller Form (Vektoren werden durch Uberstreichen gekennzeichnet): 
dk = —— .p(p,v) . do. (3a) 


Da wir zufolge der kleinen Beriihrungsflache mit hohen spezifischen Flachendriicken 
zu rechnen haben, ist die Schmierschicht natiirlich nicht selbst tragfahig. Wir werden 
also auf keinen Fall mit Flissigkeitsreibung zu rechnen haben. Wir machen daher 
zunachst einen Ansatz fiir gemischte Reibung (halbtrockene Reibung). Dieser besteht 
aus zwei Gliedern, von denen das erste der Coulombschen, das zweite der reinen 
Fliissigkeitsreibung entspricht®. Wir schreiben dementsprechend: 

y(p,v) =f Pp rz. (4) 
Hierin ist f der Coulombsche Reibungskoeffizient, der in erster Naherung von p un- 
abhangig ist, und x der Koeffizient der Fliissigkeitsreibung. Beide Gro8en hangen 
von der Art der Schmierung, f iiberdies von den sich beriithrenden Materialien und 
deren Oberflachenstrukturen ab. AuBerdem hat f in dem hier in Frage kommenden 
Bereich kleiner Gleitgeschwindigkeiten noch einen Gang mit der Gleitgeschwindigkeit v, 
auf den wir noch zuriickkommen. Wir wollen aber, um die Rechnung nicht zu sehr 
zu komplizieren, auf diese Abhangigkeit im Differentialgesetz keine Riicksicht nehmen 
und mit einem Mittelwert von f rechnen, genommen tiber alle Geschwindigkeiten, 
die in der Berihrungsfliche vorkommen. Dieser Mittelwert von f wird dann, in 
einem gewissen Drehzahlbereich, einen Gang mit der Kreiseldrehzahl haben. Auch 
darauf kommen wir noch zu sprechen. 


Gema8 (4) kann man die Reibung pro Flachenelement dR in zwei Glieder dR” 
und dR® zerlegen. Aus (3a) und (4) ergibt sich: 


dR =dR® + dR® =—" fp .do—xvdo, (3b) 


bzw. 


dR = dRY + dR® = f pdo + xvdo. (3c) 


Da wir fiir den Normaldruck die Hertzsche Verteilung voraussetzen, so gilt fiir 
den Druck p im Abstand @ vom Mittelpunkt des Beriihrungskreises: 


P = Pmax yr— (2). (5) 


Aus diesem Elementargesetz soll nun fiir eine beliebige Neigung der Figurenachse 
gegen das Scheinlot die integrale Kraftwirkung auf die Pinne ermittelt werden. 


6 Vel. Giimbel-Everling: Reibung und Schmierung. Berlin. 1925. 
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Wir wahlen nach Abb. 1 ein kartesisches Koordinatensystem, dessen Ursprung 
sich im Kriimmungsmittelpunkt der Pinnenlaufflache befindet. Die z-Achse steht 
senkrecht auf der Ebene des Beriihrungskreises 
von Pinne und Pfanne. Die Figurenachse 
schlieBt im betrachteten Augenblick mit der 
z-Achse den Winkel 9 ein. Die x-Achse steht 
senkrecht zu der aus z-Achse und Figurenachse 
gebildeten Ebene. Der Mittelpunkt des Beriihrungs- 
kreises O, liegt auf der negativen z-Achse im Ab- 
stand r von O (hierbei wird der Kriimmungsradius 
der Laufflache r als groB gegeniiber a voraus- 
gesetzt). Damit liegt, wenn wir ein Rechtssystem 
verwenden, auch die y-Achse fest. 


Wir bringen nun die Figurenachse mit der 
Ebene des Beriihrungskreises zum Schnitt (Schnitt- 
punkt M). Hier denken wir uns den Vektor der 
Winkelgeschwindigkeit @ um die Figurenachse in 
die beiden Komponenten w, und w, zerlegt. w,, ist 
ein Ma8 fiir die Deformationsgeschwindigkeit, mit 
der die durch den Druck erzeugte Abplattung 
kegelformig um die Pinnenkugel herumlauft. Sie erzeugt ein reines Rollen, aber 
keine Relativbewegung zwischen Pinne und Pfanne. Die zweite Komponente vom 
Betrag: ; 


Abb. 1. Verwendete Koordinaten- 
systeme. 


QO, = @ COS Y (6) 


ist fiir die Relativbewegung zwischen Pinne und Pfanne maBgebend. 

Die in den Flachenelementen des Beriihrungskreises wirksamen Reibungskrafte dR 
bilden ein ebenes Kraftsystem. Dieses la8t sich im allgemeinen durch eine Resul- 
tierende #,,, in Sonderfallen durch ein reines 
Kraftepaar ersetzen. Wir suchen demgemaB die 
GréBe und Lage der Resultierenden, bzw. das 
Moment des Kraftepaares. 

Fiir entsprechend kleine Werte von » wird der 
Schnittpunkt M zwischen der Figurenachse und 
der Ebene des Beriihrungskreises ins Innere des 
Bertihrungskreises fallen. Diesen Fall wollen wir 
zuerst behandeln (Abb. 2). 

Die Relativbewegung besteht aus einer Drehung 
um den Punkt M mit der Winkelgeschwindigkeit w,. 
Die Resultierende fallt in die Richtung der x-Achse, 
da sich die y-Komponenten der Reibungskraft 
zweier spiegelbildlich zur y-Achse gelegenen Flachen- 
elemente aufheben. Es ist also, bei Verwendung der app. 9. Geometrische Verhiltnisseim 
Bezeichnungen in Abb. 2: Bertihrungskreis. 

Re Rh ) == 5\ dR. : C08-é. (7) 
Der hochgestellte Index 7 soll hierbei den Fall kennzeichnen, fiir den M im Innern 
des Beriihrungskreises liegt. Daraus folgt, bei Beachtung von (3c), (5) und (6): 


R,,0 = \ Poax|/ 1 = (2J'cos é.do + \x .@.COSP. 0,. cose. do. (7a) 
Fiir do schreiben wir, bei Verwendung von Polarkoordinaten mit dem Ursprung in /: 
do = 0,:d,: de. (7b) 
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Wir fiihren folgende dimensionslose GréBen ein: 


TUG , 8a 
a= (8a) 
plese) 8b 
ead, (8b) 
(Cio ns 8¢ 
rare 4 (8c) 


Durch Anwendung des Cosinussatzes auf das Dreieck M, O,, do erhalt man, bei Ver- 
wendung von (8a), (8b) und (8c): 

o'2 = gy’? + 0)? — 29’: @ cose. (9) 
Durch Einfiihren von (7b) und (9) in (7a) erhalt man, bei Beriicksichtigung von (8a), 
(8b) und (8c): 


ne ut = 
dp Fk =f -Pmaxt?| | V1— v?— 0,2 +29’. 0;'.cose. cose. Q;'. dg,’ .de + 
e=0 


Be ae 
ry uw } 
+ xoa| | 0,2. cosé.do,' .de. (7c) 
0) =—%%e&=0 
Hierin ist: 
, To 
er 
(8d) 
, (05 
Vo eae 
L a 


Die Bedeutung von 7, und 7, ergibt sich aus Abb. 2. An Hand des Bildes erhalt man 
auch, bei Beachtung von (8a) und (8d) die Beziehungen: 


ry = V1— ¢?. sin? e — 9’ cose, | 


(10) 
r,'= V1— gy. sin? + ¢’ cose. j 
Wir fiihren nun zur Berechnung des ersten Integrals von (7c) folgende Substitution ein: 


oi = y' cose +z) 1——p?sinze. (11) 
Es wird dadurch fiir konstante «-Werte die Variable 9,’ durch z ersetzt. Durch Ein- 
setzen in (7c) erhalt man, bei Beachtung von (10) nach einfacher Umformung: 


Serle (cn ee dathy eee 
RY =f. Pax | \ V1 —2z2(1— @?sin2e) (y' cose + z//1 — yp’? sin?) cose. dz. de + 
z=—1/¥e=0 


P14 
oa 


cee 3 cos 9\(ry'®+ 19°) cose. de. 
0 


Die Integration bereitet nun keine Schwierigkeiten. Man erhalt bei Verwendung 
von (10): 
72 


R,,0 = = 10? Pax P (1 = =| + a7x@owcosy.g’...... Lot sa. (12) 


Da a <r vorausgesetzt werden darf, erkennt man aus (8a), da® (12) nur fiir kleine 
Winkel ¢ gilt, fiir die tg p = y und cos g = 1 gesetzt werden darf. Damit erhalt 
man aus (8a) und (12): 


O 3 : 
R,,) =rang(4f- Pmax + xan—— 2) (12a) 


Da a eine sehr kleine Gréfe darstellt, bedeutet a-@ eine kleine Geschwindigkeit, 
iiberdies ist Pyax Sehr groB (vgl. die zahlenmaRige Abschatzung im folgenden Aufsatz), 
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man kann also das Glied xa in guter Naherung gegen oa f+ Pmax Vernachlassigen 
und erhalt: 


RO = far, Pmax : p(1— “| RE) lp|s (12 b) 


Zur Festlegung der Wirkungslinie von R,, bilden wir die Momente My, aller 
Elementarkrafte in bezug auf M (Abb. 2). “Man erhalt den Ansatz: 
My = —\dR.o,do (13) 


wenn der Drehsinn gegen den Uhrzeiger positiv gezihlt wird. Aus (3a), (5), (6) und 
(7b) erhalt man: 


MgO. Paw pee etde,de—xo\ \ox8- do, de (13a) 
a= 0 e=0 


hi (PENN 


und daraus, bei Verwendung von (8a), (8b), (8c) und (9): 


. te 
Mif9 =~} -Poue-04\ 


Q =—m4e=0 


| V1 — 9p? —o,7+2 P' 0, COSE.0,?. doy’ .de — 
Ty % 


| 0,’ do,’ « de. 


Macht man im ersten Integral wieder die Substitution (11), so ergibt sich: 


—xoa' 
ey =—nHve=0 


+1 % ————— 
My®= —f-Pnax-0| | V1—z (1— q’?sin? «) (y’ cose + 2/1—?sin®e )* dz. de— 
e=0 


2=—1 


xo at m 14 
re (7,4 — rq 4) de. 
0 


Die Integration 148t sich wieder ohne Schwierigkeit durchfiihren und man erhalt 
bei Beachtung von (10): 


My =f Pin (1 4- gp? — 2) — Fxecosp.a'(1 +29) von |G (ss be 113 Bb) 
Aus (8a) folgt dann, wenn man beriicksichtigt, da8 (13b) nur fir kleine ¢ gilt: 
My =—Fa*{(Ff-Pmax +40) + (Ff Pax a 2xaw) gy? — 
Seine a Seiten gle — (13 ¢) 


Wieder kann man zufolge der Kleinheit der Geschwindigkeit a w die Glieder mit x a w 
weglassen (vgl. das Zahlenbeispiel des folgenden Aufsatzes) und erhalt: 
; 2 2 ~@2 74 —t a 
My = ———f - Pinax 0? (1+ = Be | a pag ots (13 d) 


Wir konnen nun auch die Lage von R,, bestimmen. Ist 7 der Abstand der 
Resultierenden vom Mittelpunkt des Beriihrungskreises (Abb. 2), so folgt aus dem 
Momentensatz: 


aa Hes (Q! ate eM yl, (14) 
Daraus folgt bei Verwendung von (8a), (12) und (13b): 


4x%aW COSP 


prt ott 


A Tait Pmax 
fee a 14 
Yh 29’ 1 yp”? ra 8xaw COSsPp Boe 
4 af. Pmax 


oder bei Vernachlassigung der Glieder, die der fliissigen Reibung entsprechen: 
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ge ee 
n= 5 ee lo’ |<1 -  (14b) 
a’ 
Aus (8a) folgt dann bei Beachtung der Kleinheit von 9: 
l se 4 3 hs ot 
7 = so ig magia: lg} <4 (14.¢) 
. We= 7 Geeks 


Damit liegt die Resultierende der Reibungskrafte fest. 
Es soll nun auch fiir den Fall 9’ =1 bzw. tgg 2 = die resultierende Reibungs- 
kraft R,, nach GréBe und Lage ermittelt werden. 


Es fallt in diesem Fall der Punkt M (Abb. 2) auBerhalb der Peripherie des 
Beriihrungskreises. Der Winkel ¢ durchlauft dann bei der Integration nicht mehr 
den Vollkreis, sondern er bewegt sich auf einem Sektor. Es ist daher zweckmabBig, 
den Winkel o als Integrationsvariable einzufiihren. 


Aus dem Sinussatz, angewandt auf das Dreieck M, O,, do (Abb. 2), folgt bei Ver- 


wendung von (8a) und (8b): 
Our iid Oey eee +E 


rigg 9 sin(o—e) 


und daraus: : 
gy’ + e' cosa 


es 8 Vo + 29" e cosa + QF su) 
AuBerdem entnimmt man aus Abb. 2: 
0, cose = 0Ccosa + 1r: tg gy. : (16) 
Wir schreiben jetzt fiir das Flachenelement do bei Beachtung von (8b): 
do = o- do: do =a" - 9’ do’ do. (17) 
Damit wird aus (7a) bei Verwendung von (8b), (9a), (15), (16) und (17): 
‘ Ze —_______ (y’ + 9’ cosa) . 0’ .do’ .da 
1 Qn ; 
+ xe con-0°| | (cose + ) do’ . do. 
oe = Wo=0 


Das erste Integral ist in bezug auf die Variable o elliptisch. Zur Vermeidung von 
elliptischen Funktionen begniigen wir uns mit einer Reihenentwicklung. Wir machen 
zunachst die folgende Umformung: 


1 72% 
; | 
R,. = f - Pmax © a | V1— 0? Vy? + 0? +29'0' cosa .9' do’ do + 
o=0 


e’ = 0 


Af 2% 
+x cos gas | | o (cos ae | do’ do. (18) 
e = 0" c=0 


Durch Reihenentwicklung erhalt man: 


, , 


2% 
79 1S ae 72 TG y ie o'* 
\Ve +2 9'0 cosa +o do = 22 (9 + io 64 9 oe eal (18a) 
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Fihrt man dies in (18) ein, so ergibt sich: 


2% 1 3 
fh, = Ff Pax o*(1 AG gp? 280 p’4 oe | + 2xw cos pas g’. (19) 


Wieder kann man, zufolge der Kleinheit von ao, solange g’ nicht zu groBe Werte 
annimmt, das zweite Glied gegen das erste streichen und erhalt die Naherung: 
22 1 3 
Fi, oe =]  Pmax (1 10 9” 280 gy" Ricpeeere i (19a) 
Nun bilden wir das Moment der Reibungskrafte M,, in bezug auf O,. Nach Abb. 2 
ergibt sich dieses Moment bei Beachtung von (3c), (5), (6) und (8b) zu: 


1 2% 
Mu = —f Pag a°| \ V1— 0? 02 do’ cos (o — e) do — 
o’ =0/c=0 


1 
—xocospat \ 0, 70’ do’ do. (20) 
er 10 


Aus dem Cosinussatz, angewandt auf Dreieck M, O,, do, folgt bei Verwendung von 
(8a), (8b) und (8c): 
Oi" = Y* + 0! +29" 6 Cos'a. (21) 
AuBerdem folgt aus (15): 
yg’ cosa + Q’ 
V vp? + 02+ 29’ 0’ cose x 
Durch Entwickeln des Nenners von (22) ergibt sich: 


2% 
cos(¢ —e) .do = 2 


cos (o — €) = (22) 


e+ 5h tae et +) 
29’ 16g’ 384 9! 


0 


Fiihrt man dies in (20) ein, so erhalt man durch gliedweise Integration bei Verwendung 
von (21): 


270 Ms ae 1 nad 
Mo (0 = — 45-1 - Pmax - ae t 149” ia 56 4 J 
— =F wcosy.at(1 + 29") aes t |p’ | 1. (23) 


Wieder kann man, falls gy’ nicht zu groB ist, zufolge der Kleinheit von aw das erste 
Glied streichen und erhalt die Naherung: 


3 4 
MO — FP pisn- - (14 eT + sigh ae Besos lo’ |21. (23a) 
Der Momentensatz liefert dann fiir den Abstand 7 der Resultierenden R,, von O, 
wenn man die Naherungen (19a) und (23a) heranzieht: 
a 56944149241 
gy’ * 280 ’4— 28 p?— 3 
Damit liegt auch fiir diesen Fall Gré&e und Lage der resultierenden Reibungskraft fest. 
Zur Beurteilung der Giite der Konvergenz ermitteln wir die Werte von R,, 
und R,, gemaB (12) und (19) an der AnschluBstelle g’ = 1. Da die Glieder fiir die 
fliissige Reibung ohnehin iibereinstimmen, handelt es sich nur um die Glieder fir 
die feste Reibung. Man erhalt aus (12): 


Rpg =1= 185 f Pax + 7% 0 cos ya? 


eg =1"— 


ye) == 


eee: |p’ |=1. (24) 


und aus (19): 
RY Bal BO Pn Cicer 1. COSY «08. 


es y 


Die Zahl der entwickelten Glieder ist also vollig hinreichend. Ebenso erhalt man 
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aus (14b) fiir g’ = 1: 7%_, = 0-25a und aus (24): 7y_ 1 = 0°245 a. Auch hier reicht 
die Genauigkeit aus. 

Man erkennt aus (12) bzw. (19), da immer dann eine nicht verschwindende 
Resultierende existiert, wenn g’ von Null verschieden ist. Nur wenn 9’ verschwindet, 
wird auch die Resultierende zu Null. In diesem Fall wird nach (14c) der Abstand 
der Resultierenden vom Mittelpunkt des Berithrungskreises oc, es liegt ein reines 
Kraftepaar vor, dessen GréBe sich aus (13b) zu: 

Mo 2B (Ff Pina + #00) (13d) 
wee 2 4 
ergibt. Da in diesem Fall das Moment vom Bezugspunkt unabhangig ist, wirkt dasselbe 
Moment auch um die z-Achse. 

Da bei geneigter Figurenachse stets eine Einzelkraft R,, entsteht, so ergibt sich 
die Frage, wodurch dieser Kraft das Gleichgewicht gehalten wird. Die Antwort ergibt 
sich aus der Bemerkung, daf die Kreiselpinne frei in der Pfanne spielen kann. Der 
Kreisel wird also dort eine quasistationare Lage finden, wo sich die resultierende 
Reibung, der resultierende Druck auf die Pinne und die Schwerkraft das Gleichgewicht 
halten. Dies wird im allgemeinen nicht der tiefste Punkt der Pfanne (in bezug auf 
das jeweilige Scheinlot) sein. Vielmehr wird der Mittelpunkt O, des Beriihrungs- 
kreises in Richtung der Kraft R,, vom tiefsten Punkt der Pfanne abweichen. Ist » 
der Winkelabstand der stationaren Lage von O, vom tiefsten Punkt der Pfanne, 
m die Gesamtmasse des Kreisels und g die Fallbeschleunigung, so folgt aus dem 
Gleichgewicht der Krafte: 

7 Ras 

ae (25) 
Nun erst sind wir in der Lage, unser Koordinatensystem (Abb. 1) richtig gegentiber 
dem Scheinlot zu orientieren. Da R,, in die Richtung der w-Achse fallt, ist die z-Achse 
gegentiber dem Scheinlot (Achse z,) um den Winkel » verdreht (Drehachse ist y), 
wie es in Abb. 1 angedeutet ist. Der Scheinhorizont wird demnach durch die Achsen x, 
und y aufgespannt. 

Die Druckkraft P in GI. (1) ist also, bei Vernachlassigung der etwaigen Tragheits- 
krafte, die auf den Kreisel wirken: 


P= d= Cos ¥: (26) 
Es folgt dann aus (1): 
3 
Pmax = ae (27) 
und aus (2): 
*/3 (1 — p22) m 2 COS 
= | SOaB meme, es 


worin r, den Radius der ,,Ersatzkugel“ bedeutet. 


Setzt man in (25) fiir R,, den Ausdruck R,, nach (12b) bzw. R,,% nach (19a) 
ein, so ergibt sich, bei Benutzung von (8a) und (27) fiir die zugehorigen Winkel » 
bzw. v: 


, 3m 7 2 3 ' a ' 
igo =F Eola A) = he | —=) (bes lp’|<1, (29a) 


1 3 : 
tg) =f (1 — To eee) ivan |g’ |=1. (29 b) 


Hierin ist der schwache Gang, den a gemaf (28) mit » besitzt, nicht beriicksichtigt. 


Nach (29a) und (29b) ist tg y von der GréBenordnung /, somit ist v ein kleiner Winkel, 
dessen Cosinus 1 gesetzt werden kann. 
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Damit wird aus (27): 


3 
Pmax = ok ? (27a) 
und aus (28): 
3 
ptt 3(1—“?) mgr, : 
a =// 28 . (28a) 


Der Winkel # zwischen der Figurenachse und dem Scheinlot ergibt sich nach 
Abb. 3 aus einem rechtwinkeligen spharischen Dreieck zu: 


cos } = cos Y: Cos v. (30) 


Wir beschranken uns im folgenden auf den einzigen fiir die Praxis bedeutsamen 
Fali, daB » ein kleiner Winkel ist. Dann folgt aus (30): 


d= p+ v2. (30a) 
@ ist demnach auch ein kleiner Winkel. 

Zur richtigen Orientierung der Figurenachse benétigen wir ein Koordinatensystem, 
dessen z-Achse im Scheinlot und dessen horizontale y-Achse mit der Figurenachse 
und dem Scheinlot in einer Ebene liegt. Da 
das letztere fiir die y,-Achse von Abb. 1 noch 2, #22 
nicht zutrifft, miissen wir das System 2,, yj, 
z, noch um das Scheinlot z, so lange drehen, 
bis obige Forderung erfiillt ist. 

In Abb. 3 sind alle drei Koordinaten- 
systeme gezeichnet. Der gemeinsame Ur- 
sprung liegt im Kriimmungsmittelpunkt der 
Laufflache. Das Ausgangssystem 2, y, 2 wird 
zuerst um den kleinen Winkel vy um die 
y-Achse gedreht. Dies liefert das System 2, 
Y,, 2;- Dann dreht man das neue System um 
die z,-Achse um den unbekannten Winkel 6, 
der so groB sein mu8, daB die neue y,-Achse 
mit der w-Achse (Figurenachse) und der Z3 
z,-Achse (Scheinlot) in einer Ebene liegt. Abb. 3. Zur Transformation der Koordinaten. 
Man erhalt auf diese Weise das System 
Ve, Yo %. Fir 6 erhalt man aus dem gezeichneten rechtwinkeligen Kugeldreieck die 
Beziehung: 


Schern/or 


snd 0° 
6 wird also im allgemeinen kein kleiner Winkel sein. 

Die Transformation, die die Koordinaten x, y, z in die Koordination 2, y, 2, 
iiberfiihrt, lautet, da v ein kleiner Winkel ist: 


COS 0.== eae es | (31) 


2%, = «cos d+ ysin 6 — z-»- cos d \ 
Yo, = — «sind + ycos 6 + 2-»- sin d { (32) 
Zp UY =e 


Die Komponenten R,, Rk, und R, der resultierenden Reibungskraft R,, im System 
az, y,zlauten: R, = R,,, R, = Rk, = 0. Die Komponenten Ras, Ry, und R,, derselben 


Kraft im System 5, yz, Z, sind daher, gemaf (32): 
Ris = ee cos" 0 ' 
Rij eeR isin ds «/ (33) 
Ras a Rs hid i 
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Die Koordinaten x,, y¥4, 24 des Angriffspunktes A der resultierenden Reibungs- 
kraft R,, im System x, y, 2 sind nach Abb. 2: 7, = 0, y4 = 7, 24 = — 7, wenn man 
a <r voraussetzt. In bezug auf das System 2, Ya, 2. lauten daher nach (32) die Ko- 
ordinaten %4, Yo4> 24: . 


to, = nein d+ryvcoso | 
Yo, =n cos 6 —rvsin d ( * (34) 
AoA ae ae J 


Die axialen Momente M,., M,, und M,, der Reibungskrafte in bezug auf die 
Achsen 2, Yz und 2, ergeben sich aus (33) und (34) zu: 


M,,= R,; [yn vcos 6 — r (1 + »*) sin 0] (35) 
M,,= — R,, [nv sin 6 + 7 (1 + »*) cos 6] (36) 
M,,= — R.s° (37) 
oder, da v ein kleiner Winkel ist: 
M,.= R,, (v4 cos 6 — rsin 6) (35 a) 
M,,= — R,, (r cos 6 + » 7 sin 6) (36 a) 
Mi.2= — f° (37a) 


Wir sind nun in der Lage, die den Kreisellauf bestimmenden Momente zu berechnen, 
soweit sie von der Pinnenreibung herriihren. Es sind dies das um die Figurenachse 
wirkende Reibungsmoment M/,, (bremsendes Moment der Pinnenreibung), das um eine 
dazu senkrechte, in der y-, z.-Ebene liegende Achse wirkende Aufrichtmoment l/, 
(positiv gezahlt im Sinne der aufrichtenden Wirkung) und das in die x,-Achse fallende, 
prazessionserzeugende Moment M,. Fiir diese drei Momente gelten folgende Bestim- 
mungsgleichungen: 


M,, = M,,cos. 06 + M,,5n = 1 UM, (38) 
M, = M,,sind — M,,cos3? = M,,0 — M,, (39) 
M,= Mz» (40) 


Durch Einsetzen von (35a), (36a) und (37a) erhalt man hieraus, bei Vernachlassi- 
gung der Glieder héherer Kleinheitsordnung, bei Beachtung von (25): 


My = — Rg +r ¢) (38a) 

M,= ap (39a) 

M,=— R72 = a SS (40a). 

Die GréBe g’ nach (8a) nimmt fiir kleine g den Wert: | 
y= 9 (41a) 
an. Analog schreiben wir: 

y= 9, (41 b) 

o'= —8, (41 ¢) 

fat. (41 d) 


Die gestrichenen Gré8en sind dann nicht mehr klein gegen 1. Aus (29a) und (29 b) 
folgt fiir kleine » bei Beachtung von (41a) bis (41d): 
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1 3 
¥=f (lay Boy) a raese (42 b) 


Aus (30a) und (42a) baw. (42b) in Verbindung mit (41b), (41c), (41d) folgt: . 
, Ie 9 E / ae (A 
v=) a f2(1 e i: Be sere lo’ |S, (43a) 


eae ee 1 2 : 
er a) cre totes aoe) ae le’ |=. (43 b) 


Aus (38a), (12b) und (14b) bzw. (19a) und (24) ergibt sich schlieBlich, bei Beriick- 
sichtigung von (27a) und (41a): 


we Bir 7 , gt , 
Ma=— 7g fmga(1+o2—*) see lo’ |S1, (44a) 


, 1 1 , 
My=—jmgalg' (1+ wertapert:-:] pearacts heel 1. (44 b) 


Man iiberzeugt sich leicht, da8 der Anschlu8 fiir |p’| = 1 praktisch stetig erfolgt. 
Analog folgt aus (39a), (12b) bzw. (19a), bei Verwendung von (27a) und (41a) 
sowie (41c): 


erg igs Mae aie (45a) 


es |g” | 1 3 , 
M, =fmgr-© (1 eo ee ae io’ |= 1. (45) 


Auch hier erfolgt der Anschlu8 bei |g’ | = 1 praktisch stetig. 
SchlieBlich ergibt sich aus (40a), (12b) bzw. (19a) in Verbindung mit (27a), (41a), 
(41c) und (41d): 


os v2 (1— al 
zu" , , 
M,=— a mgaf’? r Geeen et Oo Lost, (46a) 
1 i} ae: 
12 44 
lp ig ee lo’ |Z. (46 b) 


Der stetige AnschluB fiir |g’ | = 1 ist auch hier gewahrleistet. 

Damit sind die von der Pinnenreibung herrtthrenden Momente berechnet. Es 
ware allerdings noch wiinschenswert, die Momente als Funktion der GréBe % allein 
auszudriicken, da y’ keine unmittelbare physikalische Bedeutung besitzt. Dies kénnte 
mittels der Gl. (43a) und (43b) erfolgen. Doch erfordert dies die Auflésung von 
algebraischen Gleichungen dritten Grades, was auf sehr unhandliche Ausdriicke fiihrt. 

Es ist daher zweckmaBig, die Abhangigkeit der Momente VM, und M, von # an 
Hand der Formeln (43a), (43b), (44a), (44b), (45a), (45b), (46a) und (46b) fiir ver- 
schiedene Werte von /’ graphisch zu entwickeln. 

Zur Veranschaulichung wurden fiir f’ die Werte 0°5, 1:0, 1°5 und 2: 0, sowie 4, 8, 
15, 25 und 40 gewahlt. Fiir diese Werte wurde zunachst in Abb. 4a sowie 4b die 
GréBe & als Funktion von gy’ gemaB (43a) und (43b) aufgetragen. 

Fiir kleine Werte von f’ weicht 3’ wenig von q’ ab. Die strichlierte Gerade 3’ = q’ 
ist zugleich Asymptote fiir alle #’-Kurven. Fir kleine 9’ wachsen alle # proportional 
zu gy’ an, und zwar wird der Proportionalitatsfaktor mit wachsendem /’ groer. 

Um WM, als Funktion von 9’ zu zeichnen, geht man am besten zu einer dimensions- 
losen Darstellung tiber. Aus (44a) und (44b) wird, bei Bentitzung von (41d): 
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a a DI? OU OE OB ID Be METRE es Poet re ules Sop aees Cele eee 
0204 06 0870 12 74 APE LEB AT EAR 7 2 3 4 ye 6 7 e 9 : 
Abb. 4a. Zusammenhang zwischen # und Abb. 4b. Zusammenhang zwischen #” und ¢’ fir 
gy’ fir konstante Werte von f’. konstante Werte von f’. 


Das dimensionslose Moment — M,’ wurde in Abb. 5a bzw. 5b als Funktion von 9’ 
fiir die gewihlten /’-Werte aufgetragen. Man erkennt, daB das bremsende Moment 
der Pinnenreibung bei wachsender Neigung der Figurenachse gegen das Lot anfangs 


OE ch a ee Vt need SL EAS UE PRES Pla es PPA SY AS 
0 020406 08107274 76 18 set 24 26 283032 34 36 384042 


—> 


Abb. 5a. Das Reibungsmoment M,.’ in Abhangigkeit von # fir verschiedene Reibungsbeiwerte. 


langsam, spaiter immer starker anwachst. Die Kurven nahern sich, wie man aus (44c) 
und (44d) erkennt, fiir groBe # asymptotisch der Geraden M,,’= — f’: q’, die in 
Abb. 5a fiir verschiedene f’-Werte strichliert eingezeichnet wurde. Das bremsende 
Moment der Pinnenreibung kann natiirlich nicht mit # ins Unendliche wachsen. 
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Unsere Kurven gelten ja nur unter der Voraussetzung, daB # <1 bzw. & < = 


ist und wir kommen fiir groBe #’ schlieBlich aus dem Geltungsbereich dieser Annahme 
heraus. Immerhin ist es bemerkenswert, da die Pinnenreibung auch bei verhaltnis- 
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£40 
220 
200 


f-40 
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Abb. 5b. Das Reibungsmoment M,,’ in Abhingigkeit von & fir verschiedene Reibungsbeiwerte. 


mafig kleinen Neigungen der Figurenachse um ein Mehrfaches gréBer sein kann 
als bei véllig aufgerichteter Kreiselachse. Herrscht im Gehause der volle Luftdruck, 
so wird die Auslaufdauer des Kreisels in erster Linie von der Luftreibung bestimmt, 


—— 1 i th aS as Lo Ts L z 
GQ 020406081072 1476 7186 oV. 22 24 26 2830 82 843969840 


Abb. 6a. Das Aufrichtmoment VM,’ in Abhangigkeit von # fiir verschiedene Reibungsbeiwerte. 


wahrend die Pinnenreibung dagegen, besonders bei héheren Drehzahlen, klein ist. 
Beim Lauf im Vakuum wird hingegen die Auslaufdauer im wesentlichen durch das 
bremsende Moment der Pinnenreibung bestimmt. Die Auslaufzeit wird dann um so 
kiirzer sein, je starker die Prazessionsbewegungen sind, die der Kreisel wahrend des 
Laufes ausfiihrt. 
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In Abb. 6a bzw. 6b wurde fiir die Standardwerte von f’ das Aufrichtmoment in 
Abhangigkeit von # gezeichnet. Auch hier wurde eine dimensionslose Darstellung 
verwendet. Wegen (41d) kann man (45a) und (45b) folgendermafen schreiben: 


M 3 Aig) 

fe a OT Bes tee 

M te= mga 8 i AY lg’ |s 5 ( ) 
ry Ma , 19 Ly tes 3 ae pie 

MS mga ig eu (1 10 gp”? 280 o’4 eoeesee | @ ee (45 ) 


Daraus wurden unter Beniitzung von Abb. 4a und 4b die Kurven von Abb. 6a und 6b 
entwickelt. 

Man erkennt, daB alle Kurven zuerst linear mit # ansteigen, doch wachst die 
Anfangssteigung der Kurven nicht monoton mit f’ an. Alle Kurven nahern sich ferner 
fiir groBe 8 einem endlichen Grenzwert. Dieser ergibt sich aus (45d) und (43b) zu: 


= eee ee Se ee ee 
02% 6 8 0 12 4% 1% 18 Lee 26 28 30 32 34 36 3B 40 42 
Abb. 6b. Das Aufrichtmoment MV,’ in Abhangigkeit von 0’ fir verschiedene Reibungsbeiwerte. 


Mo =f’, baw. M,.0.=f:-mgr. Fir kleine /’ wird dieser Wert bereits fiir verhaltnis- 
maig kleine # anndhernd erreicht. Je gré®er der Wert von /’ ist, desto spater erfolgt 
die Annaherung an den Endwert. Fiir gréBere Werte von /’ nimmt tiberdies die Steigung 
der Kurven im Anfangsintervall zu. 
Da das Verhalten des Aufrichtmomentes gerade fiir kleine Werte von # praktisch 
von Bedeutung ist, soll dieser Bereich noch genauer untersucht werden. 
Wir gehen hierbei von (43a) und (45a) aus. Aus (43a) folgt durch Reihenentwicklung 
bis zu den Gliedern dritten Grades: 
/ Weick felines? fie” 
== 2 ee 
v=Vl+h aL 4(1-+ f,’?) s 
Dabei wurde zur Abkiirzung: 
1 8H 
iat (47) 
eingeftihrt. Durch Umkehrung dieser Potenzreihe erhalt man: 
ee ial jee 
* Vinge) AC 
Setzt man dies in (43a) ein, so erhalt man, wenn man nur Glieder bis zur dritten Ord- 
nung berticksichtigt: 


(48) 


eo hh’ o f,?—1 , 
M, = mga E as ripe". (49) 


Kehrt man gema (41 ¢) und (41d) zu den urspriinglichen Gré8en zuriick, so erhalt man: 
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_ fimgar? r? (f,2 72 — a2) 


a @+ fer : 1 + 4G2e pane (49 a) 
wenn man analog zu (47): 
3 
h==t (47a) 


setzt. 


Man erkennt aus (49) bzw. (49a), da fiir kleine Auslenkungen der Figurenachse 
aus dem Scheinlot das aufrichtende Moment proportional dem Auslenkwinkel ist. 
AuBerdem erkennt man aus (49), da8 die Kurven — von unten gesehen — konkav 
oder konvex sind, je nachdem /,’ < 1 oder f,’ > 1. Wir werden spater an Hand von 
Zahlenbeispielen feststellen, da8 praktisch f,' > 1 ist. Sie Steigung der Kurve nimmt 
dann also zunachst mit # zu. Doch ist die Kriimmung anfangs unmerklich, da der 


2] 7 ; / : : aS ; 
Ausdruck ohare im Bereich /,’ > 1 ein Maximum fiir f,’ = //3 aufweist, das 


nur die GroBe 39 besitzt. Die Abweichung von der Linearitat wird also in diesem 
. . . . 12 . 
Bereich durch einen Faktor hervorgerufen, der sich zwischen 1 + 1 = bewegt. Wir 
haben also fiir f,’ > 1 einen verhaltnismaBig groBen Linearitatsbereich, was auch 
in Abb. 6a und 6b zum Ausdruck kommt. 
Der Anstieg der Kurve ist, wie man aus (49) sieht, fiir f,/ = 1 am steilsten, also 


gerade dort, wo der Umschlag von der konkaven zur konvexen Kriimmung erfolgt. 


, 


Denn fiir diesen Wert ist joes ein Maximum. Daraus ergibt sich nach (47) und 
1 


(41d) der Reibungskoeffizient /,,, fiir ,,optimale Aufrichtung zu: 
8 a 
rar a 


ie = (50) 


Praktisch liegt man, wie die Zahlenbeispiele zeigen werden, meist betrachtlich tiber 
diesem Wert. 
Wir wollen nun auch das Verhalten des bremsenden Pinnenreibungsmomentes 
um die Figurenachse WM, fiir kleine Werte von # untersuchen. 
Aus (44a) und (48) erhalt man, wenn man die Glieder bis 3’! entwickelt: 
a pies 84] (51) 


32 | 
Mo=—igf-mgall “TA? |) 80th 


Fiir groBe Werte von f’, ist also die Anderung von M., im Bereich kleiner 8 nur gering. 

Um schlieBlich das Prazessionsmoment der Pinnenreibung fiir kleine # zu erhalten, 
setzen wir (48) in (46a) ein und erhalten bei Entwicklung bis zu Gliedern dritter Ord- 
nung: 


bak pia es oe | 
rhe fb aA 
Fir groBe f,’-Werte haben wir wieder einen verhaltnismaBig groBen Linearitatsbereich. 
Aus (52) erkennt man den Einflu8 der Pinnenreibung auf die Winkelgeschwindigkeit 


der Prazession Be Ist namlich s) der Abstand des Kreiselschwerpunktes vom Schnitt- 


M,=—mga (52) 


punkt der Figurenachse mit der Pinnenoberfliche und r der Kriimmungsradius der 
Laufflache, so gilt in bezug auf den Kriimmungsmittelpunkt der Laufflache als_ 
Momentenpol fiir den fuBlastigen Kreisel: 

dy 
5 acl 
wobei 9 und w Tragheitsmoment und Winkelgeschwindigkeit um die Figurenachse 
bedeuten. Bei Beschrankung auf den linearen Bereich folgt dann aus (52), bei Be- 
achtung von (41c): 

Ingenieur-Archiv V, 2. 11 


M,+mg(st+7) =9.0 
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mg (s+ y747) = 9-0 -Ge- (53) 
Der Schwerpunktabstand vom Kriimmungsmittelpunkt der Laufflache verringert sich 
zufolge der Pinnenreibung scheinbar um den Betrag: 

r hie 
1+ f,? amen = fi? Ue (54) 
Die Pinnenreibung verkleinert demnach bei fuBlastigem Kreisel die Winkelgeschwindig- 
keit der Prazession. Fiir gro8e f,' ist Js nahezu gleich r. Es wird dann die Prazessions- 
geschwindigkeit von der Pinnenabniitzung nahezu unabhangig. 

Wir haben bisher vorausgesetzt, daB die Drehrichtung des Kreisels, von oben 
gesehen, im Gegenuhrzeigersinn erfolgt. Lauft der Kreisel im Uhrzeigersinn um, 
dann wechselt die Reibungskraft R,, das Vorzeichen. Dies kann man formelmaBig 
so zum Ausdruck bringen, daB man dem Reibungskoeffizienten / das negative Vor- 
zeichen gibt. Es wechselt dann nach (49) auch M, das Vorzeichen, doch erhalt man 
wieder Aufrichtung, da auch das Impulsmoment des Kreisels das Vorzeichen wechselt. 
Ebenso andert nach (51) das bremsende Moment der Pinnenreibung M, sein Vorzeichen, 
doch wirkt es auch nun wieder bremsend, da auch w das Vorzeichen andert. Nur das 
Prazessionsmoment der Pinnenreibung M, andert nach (52) das Vorzeichen nicht, 
ebenso wie das prazessionserzeugende Moment der Schwerkraft. 


As=f 


3. Zusammenfassung. 


Um die Krafte zu ermitteln, die beim Pinnenlauf eines symmetrischen Kreisels 
zwischen der kugeligen Pfanne und der Pinne auftreten, wird von den Hertzschen 
Formeln fiir die Beriihrung zweier kugeliger Korper ausgegangen. Wird die Reibung 
als klein gegentiber dem Normaldruck vorausgesetzt, kann man auch bei Vorhanden- 
sein von Schubspannungen im Beriihrungsgebiet naherungsweise mit den Hertzschen 
Gleichungen rechnen. Nimmt man halbfliissige Reibung an, dann lassen sich die 
wirkenden Krafte und Momente berechnen. 

Ks ergibt sich ein Aufrichtmoment, das die Kreiselachse in die Richtung des Schein- 
lotes zu stellen sucht, das fiir kleine Neigungswinkel proportional zu diesem Neigungs- 
winkel ist, wahrend es fiir gréBere Neigungswinkel einem komplizierteren Gesetz 
gehorcht und schlieBlich einen konstanten Wert annimmt. Das bremsende Moment 
der Pinnenreibung hingegen ist fiir kleine Neigungen konstant und wachst fiir gréBere 
Neigungen quadratisch und dann nach einem komplizierteren Gesetz mit dem Neigungs- 
winkel an. SchlieSlich entsteht durch die Pinnenreibung auch noch ein Moment, das 
prazessionserzeugend wirkt und den Schwerpunkt des Kreisels scheinbar hebt. Es 
wirkt sich so aus, da die Prazessionsgeschwindigkeit des Kreisels von der GroBe 
der Abniitzung der Pinnenlaufflache nahezu unabhangig wird. 


(Hingegangen am 4. April 1950.) 


Rechnerische Bestimmung 
der Spiegelbewegungen beim Differentialwasserschlo8 von Johnson. 
Von H. Weirich, Stuttgart. 
_ Mit 4 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. AnschlieBend an das in einer fritheren Arbeit! behandelte graphische 
Integrationsverfahren wird hier ein analytisches Naherungsverfahren zur Erfassung der Schwin- 
gungsvorgange im DifferentialwasserschloB von Johuson bei konstantem sekundlichen Wasser- 
verbrauch und bei konstanter Leistung der Turbinen entwickelt. Es gestattet die Ermittlung 
aller gemeinsamen extremen Spiegellagen im Becken und Zentralrohr sowie der Stollengeschwindig- 


Rechnerische Bestimmung der Spiegelbewegungen beim Differentialwasserschlo® von Johnson. 155 


keit mit den zugehérigen Zeitpunkten fiir die Falle vollstandiger und teilweiser Belastung und 
vollstandiger Entlastung der Turbinen. An Hand von durchgerechneten Beispielen wird die 
Anwendung des Verfahrens gezeigt und seine Brauchbarkeit nachgewiesen. 

Summary. Subsequent to the graphical integration method dealt with in a former publication}, 
the author develops in this paper an analytical method of approximation for determining the 
oscillation movement in the Johnson differential surge-tank, with water consumption per second 
and output of turbine both remaining constant. The method allows for the determination of all 
common extreme levels in both reservoir and central pipe as well as of the speed in the gallery, 
together with the respective times in the cases of full and partial load or absence of load on the 
turbines. Calculation examples show the application of the method and demonstrate its 
practicability. 

Résumé. Comme suite au procédé @intégration graphique traité dans un travail antérieur?, 
Vauteur développe ici un procédé analytique d’approximation pour l’étude des phénoménes 
oscillation dans la chambre d’eau régulatrice différentielle de Johnson, pour un débit constant 
et pour un rendement constant des turbines. Ce procédé permet la détermination de toutes les 
positions extrémes du niveau, communes au bassin et au tube central, ainsi que celle de la 
vitesse dans la galerie avec les temps correspondants, pour les cas de charge totale ou partielle 


et de décharge totale des turbines. Des exemples de calcul montrent l’application du procédé 
et sa valeur pratique. 


1. Einleitung. 


Bei wirklich auszuftihrenden WasserschloBanlagen kann auf die Ermittlung der 

Spiegelbewegungen durch ein zeichnerisches Lésungsverfahren meist nicht verzichtet 
-werden, weil dieses die besten Ergebnisse liefert. Trotzdem ist eine Uberpriifung der 

so gewonnenen Werte durch eine rechnerische Liésungsmethode, die auf einem vollig 
unabhangigen Wege rascher zum Ziele fiihrt, immer sehr erwiinscht. Aus diesem 
Grunde wurden fiir ungedimpfte und gedampfte Wasserschlésser eine Reihe von 
rechnerischen Naherungsverfahren entwickelt. 

Fiir das Differentialwasserschlo8 von Johnson nach Abb. 1 wurde vom Verfasser 
bereits ein brauchbares graphisches Naherungsverfahren angegeben!. Analytische 
Berechnungsmethoden liegen von R. D. Johnson und F. Vogt, die J. Frank? in 
einer Arbeit behandelt hat, sowie von H. Klein? fiir diesen WasserschloBtyp bereits 
vor. Alle diese rechnerischen Verfahren liefern jedoch wegen der gemachten Ver- 
nachlassigungen oft nur grobe Naherungswerte und gestatten meist nur die Be- 
stimmung des gréBten Spiegelausschlages im Becken und der dazugehérenden Zeit. 
_ Im folgenden soll nun ein analytisches Naherungsverfahren entwickelt werden, 
das sowohl fiir die Schwingungsvorgange konstanten sekundlichen Wasserverbrauches 
der Turbinen als auch fiir jene konstanter Leistung beniitzt werden kann. Mit ihm 
gelingt in den Fallen plétzlicher vollstandiger und teilweiser Belastung (Eréffnung) 
und vollstaéndiger Entlastung (Drosselung) der Turbinen die Ermittlung aller ge- 
meinsamen Extremwerte im Becken und Zentralrohr und der dazugehérenden Zeiten 
sowie die Bestimmung der Stollengeschwindigkeit fiir jeden Zeitpunkt des Schwingungs- 
verlaufes. Fiir die angenaiherte Lésung der Differentialgleichung des Schwingungs- 


1 H. Weirich: Graphische Bestimmung der Spiegelbewegungen beim Differentialwasser- 
schlo8 von Johnson. Ingenieur-Arch. 18, 5 (1950). 

2 J. Frank: Das Johnson-Wasserschlof8. Dtsch. Wasserwirtsch. 27 (1932). Bei der in dieser 
Arbeit auf S. 128 und 129 beschriebenen Berechnung von R. Johnson wird die Annahme ge- 
macht, da®B der Zentralrohrspiegel wahrend der ganzen Beschleunigungs- und Verzégerungs- 
periode unverandert die Extremlage einnimmt. Auf S. 129 bis 131 wird die von F. Vogt an- 
gegebene Methode behandelt. Dieser bestimmt die tiefste Spiegelabsenkung bei Belastungs- 
zunahme mit Hilfe seiner Gl. (14) fiir ein gedampftes Wasserschlo8, korrigiert diese aber wegen 
des vernachlassigten Zentralrohres entsprechend. Desgleichen verwendet er fir vollstandige 
Entlastung die korrigierte Gl. (17) fiir ein idealisiertes Kammerbassin. mae 

. 3 H. Klein: Ausgleichsschachte, in Druckstollen. Die Wasserkraft 21, 131 (1926). Teilweise 
Ubersetzung der Arbeit von Guido Ferro, die in der L’energia elettrica 1925, S. 231, erschienen ist. 
11* 
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vorganges wurde der von K. Karas‘ beniitzte Ansatz verwendet und mit ihm 
Lésungsgleichungen fiir die Vorgange bei konstantem sekundlichen Wasserverbrauch 


WE oe L \ 
Druckrohr- LZentralrohr — burchirittsguerschnitt — Druckstollen 
fo leitung 
| Mn 
Unterwassersplege/ 


Abb. 1. DifferentialwasserschloB8 von Johnson. Langsschnitt, Bezeichnungen und Vorzeichen- 
festsetzungen. 


bzw. konstanter Leistung getrennt entwickelt. An Hand von durchgerechneten 
Beispielen wird die Anwendung derselben gezeigt und deren Brauchbarkeit nach- 
gewiesen. 


2. Schwingungsvorgiinge bei konstantem sekundlichen Wasserverbrauch. 


Fiir das DifferentialwasserschloB gilt mit den Bezeichnungen in Abb. 1 die 
Raumgleichung 
dz dz 
Go =lo + hy a Ea. (1) 
In dieser bedeuten g, die den Turbinen nach Beendigung des Schwingungsvorganges 


durch die Druckrohrleitung zuflieBende Wassermenge, fv die Stollenwassermenge 


bei einer Stollengeschwindigkeit v und dem Querschnitt f und es bzw. Big 


die Wassermengenanderungen im Becken und Zentralrohr bei den Spiegelgeschwindig- 
keiten a im Becken und oe im Zentralrohr. 
Fir die Bestimmung der Bewegungsgleichung des Schwingungsvorganges bendtigt 


man weiter die Beschleunigungsgleichung, die man aus der dynamischen Grund- 
gleichung erhalt. Sie ergibt sich, wenn ee die Beschleunigung der Stollenwasser- 


masse und nach Abb. 1 z, die ftir die Beschleunigung notwendige Druckhohe im 
Zentralrohr und L die Stollenlange sind, zu 


i =a Fh amt a v?, (2) 

Dabei wird eine unveranderliche Stauweiherspiegellage angenommen und die Tragheit 

der Wassermassen im Stollen und WasserschloB sowie die Elastizitat des Wassers 
und der Stollenwandungen vernachlassigt. 

Die GroBe h = « v® stellt die Verlusthéhe im Stollen mit dem Reibungsbeiwert « 

bei quadratischem Widerstandsgesetz dar. Sie bewirkt bei Stromung der Stollen- 


“ K, Karas: Rechnerische Ermittlung der Spiegelbewegung gedampfter Wasserschlésser. 
Ingenieur-Arch. 12, 370 (1941). 
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wassermasse vom Stauweiher zum WasserschloB (v > 0) eine Verminderung der 
Druckhéhe z, und umgekehrt. Fir die Vorzeichenfestsetzung des « v?-Gliedes gilt 
somit: 


oberes \ > 0, 


e<ae | 
Zwischen den Spiegelstanden im Becken z, und im Zentralrohr z, gilt wegen des 


Widerstandes im Beckenboden — jedoch nur dann, wenn keine Zentralrohrdampfung 
vorhanden ist — die Beziehung 


Vorzeichen bei « v? fiir v J 
unteres | \ 


F, \2/ dz, \2 
ama kon) (at) (3) 
; ‘ F,\2(dz,\2 _. e ; 
wobei das Glied «, ee (at) mit dem Dampfungsbeiwert «, den Druckverlust 


im Beckenwiderstand darstellt, der beim Absinken des Beckenspiegels, also positi- 
vem — beschleunigend auf die Stollenwassermasse wirkt und umgekehrt. Fiihrt 
man (3) in (2) ein, so erhalt man 


I dv i He N\2t dz. N2 5 
Pic dea. 2 va a u* + on (=) Sey, (2a) 
worin das 
obere : , F,\2/(da\2 ,. dz, { >0 
arenes Vorzeichen bei «, Ga (St) fiir aE | <0 
zu verwenden ist. 
Geht man mit g, =f v, =konst. — wobei v, die Stollengeschwindigkeit am Ende 
: : ° A Ey. d. JB AG} 
des Schwingungsvorganges ist — in (1) ein, so erhalt man v, =v + i — - a a Dar- 
du FE, ez, IRS OBER. ; , : ; 
aus v und 3 =— 7 de 7 ae (2) eingesetzt, ergibt die Bewegungsgleichung 


naira CC eee Ta 


2a” dz dz j 
ge we F, dt t F, 4 a (22 F «v,7) =0 | 
mit der Vorzeichenfestsetzung : 
b ; : >0 
aperes. | Vorzeichen der Gleder mit « fir v H 
unteres i [e008 
Oh : ; 
Wird in (4) z, durch (3) und ae bzw. a durch die Beziehungen 
de, de is i de, Pe, 
B= a t2al(Gla se (29) 
und 
Pz, de, 9 F,\2 dz, Pz, (= ) (3b) 
ae nae. a, ( jf) | dt de dt? 


ersetzt, so erhalt man die Differentialgleichung des Schwingungsvorganges nur noch 
in z, in der allgemeinsten Form fiir Eréffnungs- und Drosselungsfalle zu 
de, de 2(F «)(La,)gF2F, (de, \2 | dz, \2 ae x) 9 F (dz, \2 

d® dt + | aoe Lie) +1] (Ge) 4 Lj (at) | 


— 


2(4a«)u,9 dz Ey? Pe, Gf | (= a) \] / dz, \2 ‘i 
mee a eT ESATO ae + LER, (par | (Ge) + | (5) 


(ta)ygFf? dz gf ee 
+ (£0, LFiF, a + B(£a,) LF eR, it *%’) 


mit F =F,+F,. Die Vorzeichen fiir « sind nach der bei (4) angegebenen Regel 
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zu wahlen. Bei «, gilt das obere Vorzeichen fiir Spiegelsenkung, das untere fiir Spiegel- 
anstieg. 

Stellt man den Schwingungsverlauf im Becken und Zentralrohr sowie den Stollen- 
geschwindigkeitsverlauf in einem Weg-Zeit-Diagramm dar, so erhalt man fir den 
Fall teilweiser Belastung der Turbinen die Abb. 2, fiir einen totalen Entlastungsfall 


1 JIntervall 2.JSntervall 


* -z 
ae 7Jntervall | 2.Jntervall 
= 


Zentralrohr- 
hohe 


Z(1 y 


+2 iss oe, _ 922 4 
21max *22max ay dt 
h a 7 2 I 
c y = 
yd0 -a@ | v0 -@ 
-v| a, a2, 
F9 +, We -@y t 


Vg 


+V +V 


Abb. 2. Teilweise Belastung, Spiegelstande im 

Becken 2,(t), im Zentralrohr z(t) sowie Stollen- 

geschwindigkeitsverlauf v(t) wahrend des ersten 
und zweiten Intervalles. 


Abb. 3. Totale Entlastung, Spiegelstinde im 

Becken ¢,(t), im Zentralrohr z,(¢t) sowie Stollen- 

geschwindigkeitsverlauf v(t) wahrend des ersten 
und zweiten Intervalles. 


Abb. 3 bei Regelung auf konstanten Wasserverbrauch. Wegen der verschiedenen 
Anfangsbedingungen fiir den Spiegelverlauf bis zum ersten Extrempunkt bzw. von 
da an bis zum zweiten Extrempunkt wird der Schwingungsvorgang fiir die Unter- 
suchung in zwei Intervalle aufgeteilt. 

Erstes Intervall. Dieses dauert vom Beginn des Bewegungsvorganges ¢ = 0 
bis zum ersten gemeinsamen Extrempunkt der Spiegel ¢ =7,. Zur Erfillung der 
Differentialgleichung wurde der von K. Karas> benutzte Ansatz verwendet, der 
sich recht gut an den in den Abb. 2 und 3 dargestellten Spiegelverlauf im Becken 
anpaBt. Er lautet: 


2, +(e — 24) e “ain BE 
dz, 


(6) 


“AH = (0 — Za) e—"(B cos Bt — dsin f t), (6a) 
Tt — (zy — zq) €-* [(6® — 2) sin Bt — 2B 5 cos Bt], (6b) 
Bez, 


Ta = (% — 2a) €~ * [(5® — f%) (B cos Bt — dsin Bt) +2f.5 Bsin Bt + 6 cos t)]. (6c) 


z, stellt die Anfangsspiegellage dar, 2), 6 und f sind Konstanten, iiber die noch ver- 
fiigt werden darf. Man sieht, da8 zur Zeit t =0 mit obigem Ansatz die Anfangs- 
bedingung z, =z, tatsachlich ecfillt wird. 

Tritt zur Zeit t =0 eine plétzliche Stérung in der Wasserentnahme der Turbinen 
auf, wodurch die Stollenwassermasse von einer Anfangsgeschwindigkeit v, auf eine 


STAT a OF So old. 
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Endgeschwindigkeit v, nach Beendigung des Schwingungsvorganges im WasserschloB 
beschleunigt wird, so mu8 wegen der Tragheit der Stollenwassermasse zunachst der 
gesamte Mehrbedarf dem Schlof entnommen werden. Somit gilt die Beziehung 


= —_ Fy (5) = (& 
Ve Va —< f di ye ii Ay (7) 


Mit Beachtung von (6a), (3a) und (6b) erhalt man den Zusammenhang zwischen z, 
und 8 durch die quadratische Gleichung 


F 
(2 — 24)® BPE Sy (% — 20) B +5 (v, — v,) =0 | 
mit den Wurzeln ( (8) 
1 : FF 
(Zo — 2a) B= oe 296 [F + /F? + 4p 0f (ve. ane Va) | mit YP =4 on (=2) Fs } 
Hierin gelten die oberen Vorzeichen der Glieder mit q fiir ee > 0, die unteren 


dt 
fiir |, <0. Welche der beiden Wurzeln fiir den weiteren Rechnungsgang brauchbar 


ist, kann nach einiger Uberlegung immer leicht entschieden werden. 

Geht man mit den Gl. (6) bis (6c) in (5) bzw. mit Beachtung von (3), (3a) und (3b) 
in (4) ein, so erhalt man eine Funktion @ (¢)§ fiir das erste Intervall 0 <¢ <1t,. Diese 
Funktion miiBte, wenn (6) eine genaue Lésung der Bewegungsgleichung ware, fiir 
jeden Zeitpunkt des ersten Intervalles verschwinden. Dies ist natiirlich nicht der 
Fall. Man kann aber, weil wegen (8) noch iiber zwei Konstanten frei verfiigt werden 
darf, der Funktion zwei Bedingungen auferlegen. K. Karas’ bringt @® (t) entweder 
an zwei ausgezeichneten Stellen des Intervalles, nimlich bei ¢ =0 (® (0) =0) und 
t =t, (® (t,) =0) oder bei ¢ = 0 (® (0) =0) und im Mittel tiber das ganze Intervall 


ty 
( | ® (v) dt =0) zum Verschwinden. Hier werden die ausgepragten Stellen ¢ =2' 
0 : 
und ¢ =#, gewahlt. Somit soll gelten 


t 
(4) =0, 
G (9) 
P (i,) = 90 
Am Ende des ersten Intervalles, also beim ersten gemeinsamen Extrempunkt 
: : d. d 
der Spiegel im Becken und Zentralrohr 2, ax = 22max Zur Zeit = t, sind < = = = 0) 
Aus (6) erhalt man sogleich 
@1max = *2max = *a a8 (2 "eel Za) enh sin B ty (10) 
und wegen (6a) 
rtd Wc, G09 Se piaiPiral slvanicd Dt 
tgp, = 5, snp = (Pa cos Bt, = (Pte (11) 


Wird zunachst die zweite Bedingung in (9) verwendet, wobei man jetzt @ (t,) 
aus der Gleichung 
az, 
By dt? 
6 Die Funktion @ (t) ergibt eine weitlaufige Gleichung. Sie wurde nicht angeschrieben, weil 
sie in dieser Form fir die weiteren Betrachtungen nicht gebraucht wird. Es gentgt vielmehr, 
wie noch gezeigt werden wird, wenn man © (f) aus (4) fiir zwei ausgepragte Zeitpunkte bildet. 
7A, a..0., S. 074 und 375. : 
1 


8 Es wird spiter noch begriindet werden, warum hier der Zeitpunkt ¢ = 9 anstatt ¢ = 0 
verwendet wurde. 


a2, 


t F, dt ain a. (Zp nae v,") =0 (4a) 
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— die aus (4) beim ersten gemeinsamen Extrempunkt entsteht — bildet, so erhalt 
man mit Beachtung von (11) die Gleichung 


D (ty) =0 = (%q — 29) BBP [FA BEE AD 2, — z,) e-™ BB+ | — 


ys bs 


Tan ex IF (2, — «v,2), (12) 


yp+e 2 
die in Verbindung mit (8) zur Bestimmung der Konstanten f dient. 

In (12) kommt bei dem Glied mit « nur das negative Vorzeichen in Betracht, 
weil die Stollengeschwindigkeit bis zum ersten Extrempunkt sowohl bei Belastungs- 
als auch bei Entlastungsfallen immer positiv ist. Bei der Vorzeichenfestsetzung 
fiir das Glied mit «, ist jedoch zu beachten, da fir Be- 
lastungsfalle das obere, fir Entlastungsfalle hingegen das 
untere Vorzeichen zu verwenden ist. 

Die erste Bedingung in (9), die nun behandelt werden 
soll, dient zur Bestimmung der Konstanten 6. Zunachst 
wird aber die Begriindung fiir die Notwendigkeit der Wahl 


des Zeitpunktes ¢ = 4 gegeben. Aus Griinden der Deutlich- 


keit wurde fiir die Erklarung ein Entlastungsfall nach 
Abb. 4 herangezogen. Dieselben Uberlegungen gelten aber 
ebenso fiir einen Belastungsfall. 

Der wirkliche Bewegungsvorgang im Schlo8 verlauft so, 
da im ersten Augenblick, wegen der fehlenden Druckhéhe 


Abb. 4. Bestimmung der 


Konstanten 0 fiir das erste jm Widerstand, (3 = 0 ist und die gesamte iiber- 
Intervall beim Zeitpunkt via. : t /t=0 ; ; 
sant schiissige Wassermenge dem Zentralrohr zugefiihrt wird. Bei 
a : : d 
: Verwendung von (6a) ist hingegen (Be). ==) (2) = 2,00 
dz, 


und ( di ) a kann nach (3a) positive oder negative Werte annehmen. Dadurch erfolgt 


aber der Spiegelverlauf im Becken und Zentralrohr nicht nach den _ stark 
ausgezogenen 2,- und stark  strichlierten 2z,-Linien, sondern die 2z,-Linie 
nimmt von p’ bis zum Wendepunkt W den strichlierten Verlauf und die 
z,-Linie beginnt im Punkt p’’. Es kann aber auch vorkommen, da die durch 


den Ansatz bedingte z,-Linie bei p’’ beginnt, (<2), __,also groéBer ist als bei p’’. 


Als Folge davon wird dann (Gt), nach (7) kleiner werden, so da8 die z,-Linie 


steiler beginnen mu. In diesem Falle nehmen die Spiegelstande im Becken und 
Zentralrohr den strichpunktierten Verlauf. Man sieht also deutlich, daB der tatsachliche 
Schwingungsvorgang von dem durch den Ansatz dargestellten, besonders beim Zeit- 
punkt ¢ =0 stark abweicht. Die Bedingung ® (0) =0 konnte deshalb — wie Ver- 
suchsrechnungen auch bewiesen haben — zur Bestimmung von 6 nicht verwendet 
werden, weil sich zu groBe Werte hierfiir ergaben. Als nachster ausgepragter Zeit- 
punkt wurde deshalb t = 4 gewahlt und ® (3) = 0 zur Bestimmung von 6 heran- 
gezogen. 

Versuchsrechnungen, die mit zeichnerisch gewonnenen Ergebnissen! kontrolliert 
wurden, haben nun weiter gezeigt, da man nach dem durch den Ansatz bedingten 
strichpunktierten Spiegelverlauf auch dann noch zu groBe 6-Werte erhalt, wenn in 

; t : 
der Bedingung 0(3)= 0 — wieder aus (4) gebildet — fiir 2, —2, gesetzt wird. 
Diese zu hohen 6-Werte ergeben aber wieder zu geringe Werte fiir den ersten Extrem- 
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punkt der Spiegel Z,,,.x- Wird hingegen der wirkliche Spiegelstand z, im Zentralrohr 
verwendet, dann erhalt man umgekehrt ein zu kleines 6 und einen zu groBen Extrem- 
wert. Um nun einen brauchbaren Extremwert zu bekommen, mu8 ein z, benutzt 
werden, das zwischen 2, und z, liegt. Es war — wie Abb. 4 zeigt — naheliegend, mit 


= - t . cj 
2. = max iM o| 2.) =0 einzugehen und so zu versuchen, ein brauchbares 6 zu 


errechnen. Es hat sich gezeigt, daB ein auf diese Art ermitteltes 6 einen gut brauch- 
baren 2 max-Wert ergibt, wie an Hand der spater angefiihrten Beispiele noch be- 
wiesen werden wird. Aus Abb. 4 ist auch zu ersehen, dak die Abweichungen zwischen 
dem wirklichen und dem durch den Ansatz bedingten Verlauf der Spiegel im Zentral- 
rohr gréRer sind als im Becken. Die dadurch entstehenden Fehler sind jedoch nicht 
so ausschlaggebend, weil die Produkte aus F’, und den Ableitungen von z, meist sehr 
klein sind. 


Bildet man nun die Funktion @ (12) nach der ersten Bedingung in (9) aus (4) 


unter Verwendung von (6a), (6b), (6c), (3a) und (3b) und setzt jetzt z, gleich der 
rechten Seite von (10), so erhalt man wegen (11) 


ty aon g FY? | 
(2) =0=— ee ee 
a 62)2 | (26 eee Ze) ew 2 ot 2 oO (E gs Py E (6? — jeg ae 
3 
BE UTR AIT YP ae et ERY he oh 
p [2b Se + 62) 62 + (3 Bt + 2 B? 62 — | 
‘ 6 a g ig ha Pees Piss RE 5 t (13) 
EO ieraage| a Dpo AV Bet. 0? — 6) YB? 208 | 
. a (62 — p2—6 BP + 6) 2 + oh (ey — 
selene sae [(o? — fa — 2680] +" 52" (ps 
ee ee ee 
mit 


[es eo a YL EES 
aie oV/PR te” = 2/P te | 


Hier ist bei den Gliedern mit «, fiir Belastungsfalle das positive, fiir Entlastungsfalle 


das negative Vorzeichen zu verwenden. . . ; 
Die Ermittlung von ¢, und z,,,, erfolgt nun schrittweise so, daf man zunachst 


unter Vernachlassigung des Dampfungsfaktors e~* Naherungswerte fiir z , 6 und ¢, 
bestimmt. Aus (8) wird mit 6 =0 

(20 — 2a) B = <r (ve — v0) (14) 
und aus (12) 
(o — 2a) 2 Fe 7 BSY*e (2, — 2.) p*| Ee — 24) — SE ee — 002) =0. (18) 


Geht man mit (14) in (15) ein, so erhalt man die Bestimmungsgleichung fiir 2) zu 


(Zo ee Za)* - (Za xe v,") (Zo ras Zaye au = (U, =) Ur)? (Zo ae Za) ae 


$=! (v,—v,)' = 0%. (16) 


® Text der FuBnote 9 siehe Seite 162. 
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upd 
Hierin erhalt das Glied mit «, fiir ae > 0 das obere, fiir 7% <0 das untere Vor- 


zeichen. Mit z) ergibt sich aber nach (14) sofort B. ¢, findet man nach (11) mit 
Oo = 0 mr 
, by re (17) 
und schlieBlich 2 max = 2) nach (10). Zp ist mithin die extreme Spiegellage bei un- 
gedampftem Schwingungsverlauf. 
Die so gefundenen Werte z), 6 und ¢, werden zur Errechnung des ersten ange- 
naherten 6 beniitzt. Dazu wird aber zweckmafigerweise nicht die komplizierte 
transzendente Gl. (13) verwendet, weil deren Behandlung umfangreiche Rechenarbeit 


erfordert, sondern man sucht jenes 6, das fiir den Zeitpunkt ¢ = 4 nach (6a), (6b), 

2 2 2 
(6c) und unter Verwendung von (3a) und (3b) Werte fir es ay und A 
ergibt, die in (4) eingefiihrt — mit Beachtung, daf jetzt wieder z, gleich der rechten 
Seite von (10) zu setzen ist — diese Gleichung erfiillt. Meist findet man schon beim 
zweiten Rechnungsgang das passende 0. 

Mit diesem ersten angenaherten 6 geht man in die Gl. (8), (12) und (11) ein und 
erhalt bessere Werte fiir z,, 8 und ¢,, die ihrerseits wieder einen zweiten verbesserten 
Naherungswert fiir 6 liefern. Dieses schrittweise Naherungsverfahren wird so lange 
fortgesetzt, bis sich zo, 8, tf, und 6 nicht mehr andern. Das ist praktisch meist schon 
beim dritten oder vierten Schritt der Fall. Mit den endgiiltigen GréBen ergibt sich 
nach (10) 2; max =22max bzw. mit (6), (3) und (6a) der Spiegelverlauf z, (t) und 2, (¢) 
in den Abb. 2 und 37°. 

Die Stollengeschwindigkeit v (¢) kann fiir jeden Zeitpunkt des Bewegungsvorganges 
mit Hilfe der Raumgleichung (1) gefunden werden. Diese lautet hier mit Beachtung 
von (3a) 


® Gl. (16) liefert eine oder drei reelle Wurzeln, aus denen die brauchbare Wurzel leicht ge- 
2 3 
funden werden kann. Die Diskriminante 4 = (4) ae (: -) der kubischen Gleichung 
e+pnr+q=0 
ergibt aus (16) 


Be CT eee ae 
hee 27, 


3 


(eg a0FF 
9 


Mit 4d und dem Absolutglied in (16), das positiv oder negativ sein kann, erhalt man Aufschlu8 
iiber die Art der Wurzeln. Im allgemeinen wird A < 0 sein, (16) somit drei reelle Wurzeln besitzen. 

Die brauchbare Lésung fiir (16) findet man am schnellsten, wenn zunachst ein (z) — 2,)- 
Wert = x) der vermuteten GréSenordnung angenommen wird und man dann mit Hilfe der 
Newtonschen Naherungsmethode ¢ = 1 wobei € = %,— 4, die Verbesserung zweier 
aufeinanderfolgender Werte fiir x darstellt, den endgiltigen Wurzelwert fiir (z) — 2,) bestimmt. 

10 In der unter Anm. 1 angefiihrten Arbeit, Zahlentafel 4 auf S. 21, sind auch rechnerisch 
gefundene Werte fiir die Zeit t,/ bis zum ersten Zentralrohrmaximum angegeben. Sie wurden 
angenadhert so bestimmt, da8 zunachst unter der Voraussetzung richtig ermittelter a,-Werte 
nach Abb. 2 und 3 angenommen werden darf, daf der Spiegelstand beim ersten Zentralrohr- 
maximum 2’2max = #1max beim ersten gemeinsamen Extrempunkt der Spiegel ist. Wird nun 
fiir den Spiegelverlauf bis zum ersten Zentralrohrmaximum — allerdings nur bei Belastungsfallen — 
der Ansatz einer ungedimpften Schwingung 2, = 2, + (%¢)—2,)’ sin fb’t gemacht, wobei 


(U, De oe 


D3 z i , 
(20 — #4)’ = #1max — %q und p’ = >>-— wegen rie = 0 bei der Extremlage — sind, so kann 


mit den schon vorliegenden Werten fiir 29, 6, 6 und t, durch Beniitzung von (7) die Zeit t,’ 
gerechnet werden. 
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a F 20,F,F, dz,\ dz, 
oe sti ae: rah Wt) ae (la) 


Geht man in (la) mit (6a) und (6b) ein, so erhalt man die Gleichung fiir den Stollen- 
geschwindigkeitsverlauf wahrend des ersten Intervalles (03754) zu 
26,f/FR 
1 Pp 2 (CH 

— 24) e~* [(6? — B2) sin Bt — 28 5 cos B t]\. (18) 
Grobe Naherungswerte fiir v ermittelt man schnell durch erneute Vernachlassigung 
des Dampfungsfaktors mit 6 =0. Damit geht (18) tiber in 
26, FF, 

he 


OF=-U, — (4) = 2,) €-" (8 cos Bt — bsin Bt) {> = 


F 
v = — (% — 20) B 003 Bt | = (2) — 2q) Be sin Bt], (19) 
Fiir den Anfang der Bewegung, also bei ¢ =0, wird: aus (18) 


v =0,— > (ey — 24) B fA 8 (25 — z,)* Bt =U. 


Dieselbe Beziehung findet man durch Umformung von (8). Fiir den ersten Extrem- 
punkt mit ¢ =¢, erhalt man aus (18) wegen (11) 


U =, — (% — 2) e*4 eae + eee) 7 ae 
DE Xe - B2 + 62 


wie es auch sein mu, weil zu diesem Zeitpunkt der gesamte Wasserbedarf der Turbinen 
allein dem Stollen entnommen wird, also sich die Endgeschwindigkeit v, einstellen muB. 
In allen Gleichungen gilt fiir die Vorzeichenfestsetzung des Gliedes mit «,: 


oberes =O. 
J Vorzeichen fiir Be: mai 


Die bisher entwickelten Gleichungen zur Bestimmung der Spiegelstande und der 
Stollengeschwindigkeit wahrend des ersten Intervalles vereinfachen sich fiir die 
beiden besonders wichtigen Falle der totalen Belastung aus dem Betriebsstillstand 
wegen 2, =v, =0 und totaler Entlastung auf Betriebsstillstand z, =v, = 0 wesent- 
lich. Dabei ist den Vorzeichen der «- und «,-Glieder besondere Beachtung nach 
den angegebenen Regeln zu schenken. Da die Entwicklung der Gleichungen keine 
Schwierigkeiten bietet, soll auf das Anschreiben derselben verzichtet werden. 

Zweites Intervall. Nun soll der Schwingungsverlauf vom ersten gemeinsamen 
Extrempunkt bis zum zweiten gemeinsamen Extrempunkt der Spiegel untersucht 
werden. Dabei wird die Zeit wahrend des zweiten Intervalles vom ersten Extrempunkt 
ausgehend gezahlt, so da ¢ =¢, im ersten Intervall gleich ist t —0 im zweiten 
Intervall. Der zweite gemeinsame Extrempunkt wird zur Zeit ¢ =#, erreicht, oder 
bei Beginn der Zeitzihlung vom Bewegungsanfang an, zur Zeit ¢t = ty. 

Wie aus den Abb. 2 und 3 zu ersehen ist, miissen fiir den Beginn des zweiten 
Intervalles wegen des stetigen Anschlusses an das erste Intervall die Bedingungen 


unteres | 


2 (t);-0 =%e (t); =o = %1 max = %2 max (21) 
und 
dz, (t) dz, (t) 
| a aes (21a) 
erfiillt sein. Als weitere Anfangsbedingung muB nach (20) 
: Y (thh-0=% (21b) 


sein. Diese Bedingung ist wegen (21a) nach (la) ebenfalls erfiillt. 
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Auch fiir das zweite Intervall gilt die Bewegungsgleichung (4) bzw. (5). Um der 
Bedingung (21) zu geniigen, wurde auch hier der von K. Karas erstmalig verwendete 
Ansatz fiir die Beckenschwingung 


& cia “6 é 
“= % t+ ging, & “#sin (1 + Bid), ie) 
d @ < *e : ’ 
ii a, ar V1 figs [B1 cos (v1 + Bit) — 6, sin (v1 + Ai t)], (22a) 
I 24 max — % pa } : 
“ae =S ae ot [(6,2 — B,7) sin (vy. + By t) — 2 By 6, cos (yy + B, t)], (22b) 


Tae = tae" eM (5y? — By) [Bs 008 (71 + Ba #) — dy 8im (xy + Ba 8)] + 


+ 2 B, 6, [B, sin (yy + By t) + 6; cos (yy + Bt) |} (22¢) 


bentitzt. Hierin bedeuten z, die Endspiegellage des Schwingungsvorganges und yj, 
B,, 6, wieder noch zu bestimmende Konstanten. Geht man mit (22) bis (22c) in (5) 
ein, so erhalt man die Funktion 9, (t) fiir das zweite Intervall O St S73, die auch 
hier aus dem gleichen Grunde wie beim ersten Intervall nicht angeschrieben werden 
soll. Die Gl. (22a) mit ¢ =0 gleich Null gesetzt, erfiillt die Bedingung (21a). Damit 
erhalt man aber 


: 0) : 
tey, — sin yy, = a COS; =r mit W =p? + 6,?. (23) 


Bei der Bestimmung der Konstanten y,, 6, und 6, geht man ahnlich wie beim 
ersten Intervall vor. Man bringt wieder die Funktion @, (¢) an zwei Stellen zum 
Verschwinden. Als erste Bedingung soll ©, (0) =0 sein. Bildet man der Einfachheit 
halber ®, (0) auch hier wieder aus (4a) — denn diese Gleichung gilt auch unverandert 


fiir den Beginn des zweiten Intervalles —, wobei unter Bzachtung von (23) aus (22b) 
dz. 
de = — (21 max — Z) W 


und damit nach (3b) wegen (21a) 


a 2 
an Paid. (2, max ~_ Z-) W i re (24 max Ze) W | 
wird, so erhalt man die Gleichung 
2H 2qF 
D, (0) =0=W? ae (21 max — @e) W ae pL ace — a) eee Sims Veo) 


mit y = 40, ( a) Ps 


ee 


24 
fir den Zusammenhang zwischen f, und 6,, mit den Lésungen (24) 
1 eo) ae 
i aoe 2 Le (21 jeae ieee! lr + ir ah Fat. (2 max a Oo ee} 2 


In (24) gelten die oberen Vorzeichen der Glieder mit fiir Drosselungsfalle ee = 0; 


die unteren hingegen fiir Belastungsfalle 7° = <0. Das Glied « v,? erhalt, weil die 


Stollengeschwindigkeit v, zu Beginn des dios He, Intervalles bei allen Be- bzw. Ent- 
lastungsfallen — ausgenommen bei totaler Entlastung, wo v, = 0 ist — immer positiv 
ist, stets das negative Vorzeichen. Fiihrt man fiir die Verlusthéhe im Stollen am 
Ende des Schwingungsvorganges z, = « v,2 in (24) ein, so erhalt man die fiir alle 
Falle giiltige Gleichung 


AE Ava Oss coe 
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ait Nate 2k 2gf 
D, (0) 0 W + Y (2, ae —2,) W ae ~ 7G, Ces — 2,) | 
mit ihren Wurzeln (25) 
1 Us 
Wt P (21 max == 9) vlF aye ake (1 max — 2)| , | 


Auch hier kann die Entscheidung iiber die Brauchbarkeit der beiden Wurzeln fiir 
den weiteren Rechnungsgang schnell getroffen werden. 

An dieser Stelle sei noch erwahnt, da die Stollengeschwindigkeit wahrend des 
zweiten Intervalles bei allen Belastungs- und auch bei den meisten teilweisen Ent- 
lastungsfallen positiv ist. Bei totaler Entlastung hingegen ist wahrend des ganzen 
zweiten Intervalles die Stollengeschwindigkeit negativ, Abb. 3, weil am Anfang 
und am Ende dieses Intervalles v,_ 9 =v, =0 ist. Es flieBt also Wasser vom SchloB 


ae 
zum Stauweiher zuriick. Es conten aber auch Falle teilweiser Drosselung auftreten, 
bei welchen die Stollengeschwindigkeit erst positiv, dann negativ und schlieBlich 
wieder positiv ist. Man sieht also, da8 durch diese vielen méglichen Falle wahrend 
des zweiten Intervalles nun besonders auf die Vorzeichen der Glieder mit « in (4) 
nach der dort angegebenen Vorzeichenfestsetzung zu achten ist. Andert die Stollen- 
geschwindigkeit wahrend des zweiten Intervalles zweimal ihre Richtung, dann kommt 
man mit einem Ansatz nicht mehr aus. Die einzelnen Teilintervalle erfordern viel- 
mehr besondere Ansatze, auf die K. Karas in seiner Arbeit!? naher eingeht. Auch 
gibt er ein Kriterium fiir das Riickstrémen im Stollen an. 

Als zweite Bedingung wird nicht ® (¢,) =0 gewahlt, weil dann der Einflu8 der 
Stollenreibung in diesem Intervall nicht beriicksichtigt wiirde, sondern es wird wie 


im ersten Interval] (2) = 0 fiir den Zeitpunkt der Intervallmitte gefordert. Am 


Ende des zweiten Intervalles t =i, also beim zweiten gemeinsamen Extrempunkt 
der Spiegel 2; max = Zomax, gilt wieder 


dz __ (dey ote 
an aha ° 
Damit folgt aber aus (22a) und wegen (23) 


3 B 
tg (vi + By te) = as = 0g V1 
und weiter f,i,=2 bzw. 


jo") 
Hw 
-— 


eae : : p: 26 
i =p BM Oa = Se oS ape (26) 
cos (vy, + 2) =— cosy, = — Vw 
Geht man damit in (22) ein, so wird ; 
zy IHAK, oe 22 max eg (21 max Ze) e~ file, (27) 
Fiir den Zeitpunkt = gilt wegen (23) 
: te | ; Tt 0) 
sin(y, +8, 3) =sin(y, +-F) =cos: TF 
und , ; (28) 
cos(r + Pr) =008 (, +-F)=— sin =— TA 


Die Funktion ®, e ) wieder gebildet aus (4) mit Beniitzung von (22) bis (22c), (3), 
(3a), (3b) und unter Beachtung von (28) gleich Null gesetzt, ergibt 
122 A.a.O., 8. 384 bis 386. 
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i E — Lois gilt eS we whee 
P, (2) mua oa ina ot bY (21 max ~_ 2.)° e— 2 Cite — 


_ 4a(+6 FF, F Ww? es 
ns zou th BY (Zima "2, € ova he 


2 
1 PUEDE [a os ps 25600] 4 
f 2 F\21) Ww te (29) 
ae ltu(5 Ale a (>) |} Cama — 2%) Oe + 
20,9 F 
eae FY 
mit 
Ww = Bi? a 0”. | 

Auch hier ist besonders auf die Vorzeichen der «-Glieder und bei «, zu achten. Es gilt: © 

oberes J 120; 

BEeerean| Vorzeichen der «-Glieder fiir v f ceca 

oberes f | Entlastungsfalle, 


Vorzeichen bei «, fiir 


unteres | | Belastungsfalle. 


Geht man in (29) mit W aus (25), 6, =//W — £,? nach (23) und #, nach (26) ein, 
so kann f, bestimmt werden. % 

Die Berechnung der zweiten gemeinsamen extremen Spiegellage 2; max = 22max €F- 
folgt nun so, dafi man zuerst aus (25) W und damit, wie angegeben, nach (29) f,; be- 
stimmt. Damit kénnen aber nach der letzten Beziehung in (23) 6, und aus (26) Va 
und ¢, ermittelt werden. Mit diesen Groen findet man nach (27) atonte PP as rcs 
bzw. nach (22) beliebige Spiegelstande z, (t) und mit (3) und (22a) auch 2z, (¢) wahrend 
des zweiten Intervalles. 

Die Stollengeschwindigkeit findet man aus (la) mit (22a) und (22b) fiir jeden 
Zeitpunkt des zweiten Intervalles (0 <¢ S#,) zu 
je ye tory ie hoe 8 en ee 

e sin 1 ea 1 1 va wht} j= 
20,27, *1max— *e 


ae P sin y, e— (5,2 — B,) sin (y, + B,t) — 2B, 6, cos (v1 + Bx ny} (30) 


und mit 6 =0 zu 


2 & 

v=o, — BE" 8, cos ( v1 + By i) fue ae = aes By? sin (y, + yt a). (31) 
Auch beim zweiten gemeinsamen Ba der Spiegel muB sich die Stollen- 
geschwindigkeit v, einstellen. Dies ersieht man mit Beachtung von (26) sofort aus (30). 
In den Gl. (30) und (31) ist das obere Vorzeichen des «,-Gliedes fiir Drosselungsfialle, 
das untere fiir Eréffnungen zu verwenden. 

Die fiir das zweite Intervall gefundenen Gleichungen zur Ermittlung der Spiegelstinde 
und der Stollengeschwindigkeit werden fiir den Spezialfall totaler Entlastung auf Betriebs- 
stillstand z, =v, =0 auch hier einfacher. Ihre Entwikclung bietet keine Schwierigkeiten. 


3. Schwingungsvorginge bei konstanter Leistung. 
Bei diesen Vorgingen muf sich die den Turbinen zuflieBende Wassermenge ¢ 
mit dem Nutzgefaille H, so andern, da&B gH, —konst. ist. Die am Ende des 
Schwingungsvorganges geforderte Leistaue findet man aus der Beziehung 


1000 gH, 
75 


Ne 


(32) 
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in der 1000 das spezifische Gewicht des Wassers in kg/m* und 7, der Turbinen- 
wirkungsgrad sind. Durch Einfiihrung der Konstanten 


715 N, 


C= 1000 7, | (33) 
und mit Beachtung von H, = H, — z, nach Abb. 1 wird 
CO. 
7 aan (34) 
bzw. wegen (3) 
OC, 
fess Rees Fy \2/ dz, \2\" (34a) 
Boles aa FY (Ge) 


Mit (34) geht man in die Raumgleichung (1) ein und bestimmt daraus v und oe Diese 
in (2) eingefiihrt, ergeben die fiir diesen Schwingungsvorgang giiltige Bewegungs- 
gleichung fiir Belastungs- und Entlastungsfalle 

Pay a2, agf |/ F,\2/dz,\2 Ff, \2 / dz, \2 2agf,F, dz, dz 
Bocas ot Parag Fy ( j a +(5+] (St) |+ Rin War cae 

20g 0, dz, dz, C, dz gf a Of? 

Lapa ay Fiat +P Gt) — antae ae t lF pata] =? 9) 
mit den schon bei den Schwingungsvorgingen konstanten sekundlichen Wasser- 
verbrauchs angegebenen Vorzeichenregeln!’. 


Ebenso wie bei konstantem sekundlichen Wasserverbrauch soll wieder die Ent- 


wicklung der Gleichungen fiir beide Intervalle des Schwingungsvorganges getrennt 
erfolgen. 


Erstes Intervall. Der Ansatz (6) bis (6c) wird auch hier beniitzt. Fihrt man 
in die Raumgleichung (1) fiir den Zeitpunkt t = 0 wieder (6a) sowie (3a) mit (6b) 
ein und beachtet, daB in (34a) z, durch z, zu ersetzen ist, so findet man die Gleichung 


(2 — 2a) Bt Fey (@ — 20)* BF a [Ge + 4 Fy (Ha — %)| (20 — 20)? BP + 


F f? (Hy — éq 2 fea (Be— ea) Ce) : cee 
mp oF G2) 8 +See =0 mit psa (F) Pe (80) 


bzw. mit 6 =0 


2 Hy — a 
(2 — 24) B® + Fe (zy — z,)2 pe ER) e, — 2.) B+ 


iis [C. Se. f Va (el FON 2q)] 
mr 04 APE 


die den Gl. (8) und (14) bei konstantem Wasserverbrauch entsprechen. In (36) und (37) gilt: 


= Oke) 


oberes { Eroffnungen, 


Vorzeichen der Glieder mit «, und ¢ fiir 
unteres 


| Drosselungen. 


13 Auf das Anschreiben einer (5) analogen Gleichung, die sich mit Beachtung von (3), 
(3a) und (3b) aus (35) ergeben wiirde, wurde hier verzichtet, weil sie fir den weiteren Rechnungs- 
gang nicht benotigt wird. 

14 Die kubische Gl. (37) liefert die Diskriminante 


1 Va $ Va (Hy — @q) 0, : uy Va y vot 
a =? {loo & i 3 0, fF 20,f/7F f bs (3 +3 eels 
Das Absolutglied in (37) ist stets positiv. Somit gibt es zwei Méglichkeiten fir die Wurzelwerte 
dieser Gleichung, und zwar fir 
A < 0 drei reelle Wurzeln, nimlich zwei positive und eine negative und bei 
A > 0 eine negative reelle Wurzel. 
Im ersten Falle kann nach kurzer Uberlegung wieder leicht entschieden werden, welche der 
drei Wurzeln fiir den weiteren Rechnungsgang verwendet wird. 
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Die brauchbare Wurzel von (37) kann rasch gefunden werden, wenn man mit der 


Beziehung q = Ce >» die sich aus (34a) nach Unterdriickung des Dampfungs- 
0. Reet 
gliedes «, (>} al ergibt, sowie mit (6a), (3a) und (6b) in (1) bei t =0 eingeht 
und mit 6 =0 aus 
O.—f% (Hy — 2q) 
(2 ee Za) B a, F (Hy — @,) 


(38) 


zunachst einen Naherungswert fiir (z) — z,) 6 bestimmt, der dann mit Hilfe der 
unter Anm. 9 angegebenen Newtonschen Naherungsmethode die genaue Lésung 


liefert. (38) ergibt sich auch aus (37), wenn die (z) — z,) B-Glieder von zweiter und 


Ce 
dritter Ordnung vernachlassigt werden, oder aus (14), wenn v, durch Fic=eoh ole 
a 


setzt wird. Die genaue Losung von (37) kann im weiteren Verlauf der Rechnung als 
Naherungswert fiir (36) bentitzt werden. 
Kinen Naherungswert fiir (36) findet man aber auch aus der Gleichung 


(— 2%) =t gag Ps) Pe ge le —ie. Haat (39) 


mit p =4 4, (a \'r,, 


die man wie oben aus (1) mit 6 + 0, oder aus (8) erhalt, wenn wieder v, durch FUR. 
ersetzt wird. Mit dem gewonnenen Naherungswert erhalt man schlieBlich nach 
einiger Rechenarbeit die genaue Lésung von (36). 

Die Gl. (36) und (37) liefern die Verkniipfung zwischen z, und 6. Um die beiden 
Konstanten getrennt zu erhalten und die dritte Konstante 6 bestimmen zu kénnen, 
werden zwei weitere Gleichungen benétigt. Man findet diese wie bei den Schwingungs- 
vorgangen konstanten Wasserverbrauches dadurch, dai wieder eine analog gebildete 
Funktion @ (#) an zwei Stellen verschwindet. Als Zeitpunkte hierfiir werden auf 
Grund derselben Uberlegungen wie friiher ¢ = = und ¢ =¢,, also Intervallmitte 
und Intervallende gewahlt, so daf (9) auch hier gilt. ¢, und # sind ihrerseits wieder 
durch (11) bzw. (17) miteinander verkniipft. 

Die Bedingung 0 (%) =0 fir die Bestimmung von 6 liefert eine (13) analoge 
Gleichung, die aber wegen ihrer jetzt noch weitliufigeren Form nicht mehr ange- 
schrieben werden soll. Man bestimmt vielmehr 6 auf die schon friiher angegebene 


2 2 
einfachere Art so, da man jenen 6-Wert sucht, der fiir ¢ = 2 Werte fiir us = 
dz, 


d ‘ : : F 
q und o ergibt, die unter erneuter Beriicksichtigung, daB z, gleich der rechten 
Seite von (10) zu setzen ist, die Gl. (35) erfiillen. 
Bei der ersten gemeinsamen extremen Spiegellage zu Intervallende vereinfacht 


: d dz, : 
sich (35) wegen (FE), ahs fare 0 in 
dz CZ, fl eaOPe 
Oh eecees a8 Bs Pee ir 2. ) e ey : 
1 dpe 2 de " LT |*2max— 7a/ [ee a | (35a) 


Die zweite Bedingung @ (¢,) = 0, gebildet aus (35a), ergibt nun mit ¢ =¢, und unter 
Beachtung von (11) die Beziehung 


acre Ao sid deel él ee See 
(%o — a) MBB Ee [PE AMSG, 2.) emp pt oF |— OF i, 
B gf a0 
—Zz,)e Oty oS : ibm . ===) 40 
VB Sci ‘ | ie {Ho— |e + (29 — 2%) ees B =i ( 
le ro 
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und mit 6 =0 
OOS oa On 
ea ie pa ee) Se, 2) 
ga aaa \ 
D4 PB U(Hy— sq) Go— eS 0 AY) 
mit den bei (12) angegebenen Vorzeichen der x- und o4-Glieder. Mit den letzten 
beiden Gleichungen, sowie (36) und (37) kénnen schlieBlich z, und 6 bestimmt werden. 


Die endgiiltigen Werte fiir die erste gemeinsame Spiegelextremlage z, 4. = 2% max 
beim Zeitpunkt t =¢, findet man hier durch ein ahnliches Iterationsverfahren wie 
bei konstantem Wasserverbrauch. Man errechnet zunachst mit 5 —0 aus (37) den 
Zusammenhang fiir (2) — z,) 6, geht damit in (41) ein und erhalt den ersten Naherungs- 
wert fiir z)°. Damit ist aber B und mit diesem nach (17) ¢; bekannt. Diese Naherungs- 
werte dienen, wie angegeben, zur Bestimmung des ersten 6-Wertes. Mit diesem 
folgen aber aus (36), (40) und (11) schon genauere Werte fiir 2, 6 und ¢,, die zur Be- 
stimmung eines weiteren besseren 6 verwendet werden. Setzt man diese schrittweise 
Naherung wieder so lange fort, bis sich z), B, 6 und t, nicht mehr andern, so findet 
man mit diesen aus (10) 2; max =Z2max, bzw. aus (6), (3) und (6a) angenaherte Spiegel- 
stande z, (t) und z, (f) fiir beliebige Zeitpunkte des Schwingungsverlaufes. 


Fir die Stollengeschwindigkeit ergibt sich aus (1) mit Beniitzung von (34a) und 


(3a) durch Vernachlassigung der “1 Glieder von hoéherer als zweiter Ordnung, 
sowie nach Einfiihrung von v, = —- aS die Gleichung 
f (Ho 2 2) 
ros ra| oF? dz, i Hy —Z2, 

oe oD Gar ts RH ay\ dt 


Mit (6), (6a) und (6b) wird 


20, F2F, en dz, \ 
dias: 


0, [F at fe dt? (42 ) 


Hy — %, 1 a, Fy? (% — 2)? e—- 26 Ee eg) 
=O ee eT | SS fe Hy — %, — (& — %,) €— sin Bt 
— eee ARs, — 24) e—* [(8% — ft) sin Bt — 
— 2B d-cos B t}} (% — z.) e~* ( cos t — dsin Bt)\ (43) 


und mit 6 =0 


18 Substituiert man ftir den aus (37) erhaltenen Zusammenhang (2, — z,) 6 = y und geht 


mit 6 = — ? in (41) ein, so erhalt man die kubische Gleichung 
Oe Se 
Oo OR a O72 y 5 | 
(9 — 20) — | ar, Saag —*e) 4a + La, ay gg M0 Fe) 
DO We LH? CHO 0 
gf i 
mit der Diskriminanten 
serial ore } ot Oy yw LF 2 ( CaO: - yi ; 
a =(6 (. (y= 7,)7 a) lap (Ho — 2%) gf DOPE as 2a aa iee hel 
ayy LbFYF, «02 Neat x O,2 a Al a O2 ae 
9 f° 2f f° (3 (2 PR Gy—2,) gf 9 | 7? (Hy — 24) J 


Als mégliche Wurzeln findet man mit dem immer negativen Absolutglied der kubischen Gleichung 

mit 

A < 0 drei reelle Wurzeln, und zwar zwei negative und eine positive, bzw. mit 

A > 0 eine positive reelle Wurzel. 
Welche der Wurzeln im ersten Falle brauchbar ist, kann ebenfalls wieder leicht entschieden 

werden. 
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f Hy— 2% Olina (2) — 2g)? B? cos? Bt cs 
ae Ber — Sail + if: Te earl 
ee —— “r= : a a (Zp — 24) B2 sin B j (25 — 2a) B cos B i\. (44) 


Fir ¢ =0 stellt Se (43) dar zu 
18k FY (2 — 2.) B Hy, — 2, 40, FF, a 
tl eS jt + P ame |- of P+ P d (% — 24) Bl (2. 
— 2) Bl} =U (45) 


und fiir ¢ =t, findet man aus (42) wegen oe =0 und mit (10) 
H 07 %e 

© Hy — [eq + (2 — 2) e—% sin Bt] ° 

Die letzte Beziehung zeigt, daB hier beim ersten gemeinsamen Extrempunkt der Spiegel 
die Stollengeschwindigkeit nicht wie bei konstantem Wasserverbrauch gleich ist der 
Endgeschwindigkeit v,, sondern den Spiegelstanden zu diesem Zeitpunkt entsprechend, 
fir Erdffnungen groBer, fiir Drosselungen kleiner ist. Fiir die Gl. (43) bis (46) gilt 
ebenfalls die schon fiir (18) angegebene Vorzeichenregel. 

Bildet man hier die Gleichungen fiir den Fall totaler Entlastung auf Betriebs- 
stillstand z, =v, = 0, so erhalt man entweder sofort die Beziehungen bei konstantem 
Wasserverbrauch, oder kann sie nach einigen Umformungen leicht in diese iiberfiihren. 

Zweites Intervall. Nach denselben Uberlegungen wie bei konstantem Wasser- 
verbrauch und mit erneuter Anwendung des Ansatzes (22) und seiner Ableitungen 
folet durch Bildung der Funktion @, (¢) aus der Bewegungsgleichung (35a) nach 
der ersten Bedingung ®, (0) =0 die Beziehung 


v=v (46) 


Dae th F 2qf ain COA 
2 | ee, cA a ——w 
uy a 2 (2, max 2) ui i WA L (2, Max pv 2) g or P (Ho oa ae) 
mit den Lésungen (47) 
1 ee oe i! LSAnee es | 
Wes ate P (2, —— 2,) Ke ie |r Se Ee max Fig zy ie 0 


Hierin bedeuten wieder W = 8,2 + 6,2 und » =4 a, (= j ann Beziiglich der Vor- 


zeichen wurde schon bei (24) das Notwendige gesagt. 
Die Gl. (47) liefert auch hier den Zusammenhang zwischen f, und 6,. Aus der 


zweiten Bedingung ®, (=) =O fir den Zeitpunkt der Intervallmitte erhalt man, 


wenn ebenso wie bei konstantem Wasserverbrauch vorgegangen wird, eine (29) ent- 
sprechende Gleichung von der Form 
4 2 7 = 
a : en = 6, a (21 max Ze)* ee Sate 
4a(+o,)9F2F,F . We wee 
- “Ep ai O1 Bye (21 imax — 0)* e g file om 
| (se ‘g 0, 1 
: el ee oe ps, os ‘ 
oe ied oT ee ZENE 
t oy V8 + SLs oT) oT ae ome — (48) 
he? 2 Ores g ‘e 1 
ane ta P+ 8, toa aa 
pati Su kes J ae — 68 gf Oo oF 
FF Ma Gime" + SE lee pore] =O 


in der fiir 


z —2 t S uz —é t 
1 max ea anes | a, F 1 max e ty 
fo &e Cm? (3, st = W2 e- 15 


Ui By 
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zu setzen ist. Auch hier gelten die schon bei (29) angegebenen Vorzeichenregeln 
der «- und «,-Glieder. ; 

Die gemeinsamen Spiegellagen beim zweiten Extrempunkt findet man jetzt so, 
da’ man zunichst aus (47) W bestimmt und damit, sowie mit den Beziehungen fiir 6, 
und 7, nach (23) und (26) aus (48) nach langerer Rechenarbeit £, findet. Damit sind 
aber 6, und #, bestimmt. Geht man mit ihnen in (27) ein, so erhalt man 2, ax = Ze max: 
Ebenfalls aus (26) findet man y,, so daB nach (22), (3) und (22a) auch wieder fiir 
beliebige Zeitpunkte die Spiegelstinde 2, (4) und z, (t) bestimmt werden koénnen. 

Fiir die Stollengeschwindigkeit wahrend des zweiten Intervalles findet man aus (42) 
unter Beachtung von (22), (22a) und (22b) die (43) und (44) analogen Gleichungen. 


Bei Intervallende erhalt man die Stollengeschwindigkeit nach (42) mit ae 6 
und mit (27) zu 
cate: 
¥ Hy Ti [2 te (24 max ate), Oe: ite] 5 (49) 


Miers: : tzhoh 
Auch hier ist » + v, und vom Verhaltnis uta Sabai eee ess Hewes tes ore snBes 
Nutzhohe beim zweiten Extrempunkt 


abhangig. 
Beziiglich des Vorzeichens bei «, gilt das bei (30) und (31) Gesagte auch hier. 


Bei der Behandlung einer totalen Entlastung auf Betriebsstillstand vereinfachen 
sich wegen z, =v, =0 die Gl. (47) und (48) wieder entsprechend und gehen in jene 
bei konstantem Wasserverbrauch iiber. 


4. Anwendung der gewonnenen Gleichungen. 


An Hand von vier Beispielen soll nun fiir die Schwingungsvorgiinge bei konstantem 
sekundlichen Wasserverbrauch und konstanter Leistung die Verwendbarkeit der 
entwickelten Formeln gezeigt und deren Brauchbarkeit nachgewiesen werden. Zu 
dem Zwecke wurden die Ausfiihrungs- und BetriebsgréBen der behandelten Anlagen 
sowie die durch das Verfahren erhaltenen Rechenergebnisse in der Tabelle 1 zusammen- 
gestellt. Ebenso sind dort Vergleichswerte, die entweder nach dem unter Anm. 1 
angegebenen eigenen graphischen Integrationsverfahren oder durch andere Verfasser 
gefunden wurden, angegeben. Die Naherungswerte, die aus den Gleichungen mit 
6 =0, sowie die Zwischenwerte, die aus den genauen Formeln durch die schrittweise 
Annaherung an die endgiiltigen Werte gefunden wurden, sind in der Tabelle nicht 
enthalten. 


Man sieht aus dieser Zusammenstellung, daB beim Entlastungsfall die Uberein- 
stimmung zwischen den rechnerisch und den zeichnerisch gefundenen Spiegelextrem- 
werten nicht so gut ist, wie bei den Belastungsfallen. Der Grund dafiir liegt einmal 
in der Wah] des Ansatzes, zum anderen aber in der Vernachlassigung der bei Ent- 
lastungen auftretenden Uberfalle aus dem Zentralrohr in das Becken und umgekehrt 
beim rechnerischen Verfahren’®. Gréfere Abweichungen kénnen ebenfalls bei den 
Vorgangen konstanter Leistung auftreten. Auch hier ist der Ansatz dafiir verant- 
wortlich, weil er nun die Bewegungsgleichung fiir konstante Leistung mit der groBeren 
Anzahl voneinander unabhangiger Konstanten nicht mehr so gut erfillt. Durch 
diese geringere Anschmiegsamkeit des Ansatzes kann es, wie schon K. Karas! ge- 
funden hat, vorkommen, daB die Gl. (36) und (40) keine reelle oder zwei nahe 
beieinander liegende reelle Wurzeln haben. In diesen Fallen kann dann auch der 


16 In der unter Anm. 1 angegebenen Arbeit werden die bei Entlastung auftretenden Uber- 
falle ausfiihrlich behandelt. 
Wo Aa. O28. 391; 
12* 
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Extremwert im Bereich einer brauchbaren Lésung fiir den weiteren Rechnungsgang 
verwendet werden. 


5. Zusammenfassung. 


Die Ergebnisse der durchgerechneten Anlagen beweisen, da8 mit Hilfe des ent- 
wickelten Verfahrens die praktisch wichtigsten Falle der totalen und teilweisen Be- 
lastung sowie der totalen Entlastung sowohl bei Regelung auf konstanten sekund- 
lichen Wasserverbrauch als auch auf konstante Leistung bewaltigt werden kénnen. 
Fir teilweise Entlastungen liefern die Formeln wegen des unregelmaBigen Spiegel- 
verlaufes im Zentralrohr meist keine guten Resultate mehr. Auch bei starker 
Dampfung, also groBem «,, kénnen wegen des «, (ay (G2) -Gliedes in (3), (3a) 
und (3b) nicht mehr zulassige Abweichungen der Extremwerte von den wirklichen 
Spiegelstanden auftreten. Diese Falle konnten aber, ebenso wie jene Vorgange bei 
konstanter Leistung, die schlechte Ergebnisse liefern, durch einen Ansatz, der sich 
dem Schwingungsverlauf besser anpaBt, gemeistert werden. So wurde z. B. hier ver- 
sucht, durch einen sechsgliedrigen Potenzreihenansatz die Bewegungsgleichungen 
besser zu befriedigen. Es ergaben sich aber Formeln, die wegen ihrer schweren Aus- 
wertbarkeit keine praktische Bedeutung mehr haben. In den genannten besonderen 
Fallen kann dann auf eine Behandlung nach dem unter Anm. | angefiihrten graphi- 
schen Verfahren nicht verzichtet werden. 


Beziiglich der Wahl der Ausfiihrungs- und Betriebsgré8en, die fiir das Zustande- 
kommen des Schwingungsvorganges beachtet werden mu, wird auf die hierfiir von 
K. Karas!® fiir gedampfte Wasserschlésser aufgestellten Kriterien hingewiesen. In 
derselben Arbeit werden auSerdem Stabilitatsbetrachtungen?® fiir die Schwingungs- 
vorgange bei konstanter Leistung durchgefiihrt. 

(Hingegangen am 9. Mai 1950.) 


HEPA a O., 9. 393. 
19 A. a. O., 8. 395. 


1 Die Ermittlung der Beiwerte « und a, erfolgt ebenso wie in der unter Anm. 1 genannten 
Arbeit, S. 14 und 15. 


2 Die Angaben fir diese Anlage wurden dem Buche von J. Frank und J. Schiller, 
Schwingungen in den Zuleitungs- und Ableitungskandlen von Wasserkraftanlagen, Berlin 1938, 
S. 189, entnommen. Dort ist auch der in der Zahlentafel angegebene Vergleichswert 21 max = 
— + 5,49m zu finden. Denselben Wert erhalt man auch nach F. Vogt, Berechnung und 
Konstruktion des Wasserschlosses, Stuttgart 1923, 8. 93, Gl. (19). 


3 Fir dieses Beispiel wurden die Angaben von J. Frank, 8. 105, beniitzt, der in seiner 


unter Anm. 2 angeftihrten Arbeit diese Anlage jedoch fiir konstante Leistung rechnet. Den 
Kontrollwert erhalt man auch hier nach der Vogtschen Gl. (19) zu z1max = + 2,51 m. 


4 Es handelt sich um dieselbe Anlage wie beim 1. Beispiel. Der Kontrollwert 21 max = — 4,62 m 
kann ebenfalls in dem oben angeftthrten Buche von J. Frank und J. Schiller nachgeschlagen 
werden. 

5 Hier wurde mit denselben Angaben wie bei Beispiel 2 die Anlage durchgerechnet. Frank 
findet die in der Zahlentafel angegebenen Vergleichswerte durch numerische Integration. 


6 Durch Vergleich mit Beispiel 2 kann man feststellen, daf sich trotz der gleichen Ausfithrungs- 
und Betriebsgrofen wesentlich andere Werte fiir die extremen Spiegellagen in beiden Fallen ergeben. 
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Zum zweidimensionalen Feldproblem zweier leitender Ebenen. 
Von Erich R. Berger, Wien. 
I. Mitteilung. 
Mit 3 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Fir zwei symmetrisch liegende ebene Platten mit entgegengesetzt gleicher 
Ladung wird das Feldbild durch funktionentheoretische Abbildung gefunden und die Kapazitat 
der Anordnung bestimmt. Fir die Berechnung der unbekannten Konstanten werden die Formeln 
angegeben und an einem Zahlenbeispiel der Rechnungsgang erlautert. 


Summary. The field-lines between two symmetrically placed plates with opposite charges 
is evaluated by conform representation and the capacity of the arrangement is determined. The 
formulas are indicated for the calculation of the unknown constants and the computation is 
explained by means of an numerical example. 


Résumé. Le champ entre deux plats symétriquement déposés avec charges inverses est 
évalué par représentation conforme et la capacité de la configuration est déterminée. Les formules 
pour le calcul des constantes inconnues sont indiquées et le DES 4 du calcul est décrit 4 moyen 
dun exemple numérique. 


1. Problemstellung. 


Zwei unendlich lange ebene Platten von gegebenem Potential befinden sich in 
einem homogenen Dielektrikum (oder einem homogenen leitenden Medium); gesucht 
ist das elektrische Feld. Es liegt ein ebenes Problem vor, das mit Hilfe einer konformen 
Abbildung zu losen ist. 

Der allgemeinste Fall dieser Art wurde bereits von Cap behandelt. Seine Methode 
gibt aber nur eine, unter gewissen einschrankenden Voraussetzungen brauchbare 
Naherungslésung fiir den Raum zwischen den beiden Platten?. Dagegen la8t sich 
fiir den Spezialfall: gleich breite Platten in gleichem Abstand von der Schnittlinie 
der beiden Ebenen (der fiir die Praxis wohl die meiste Bedeutung hat) eine strenge 
Lésung angeben, wie im folgenden gezeigt wird. 

Herr Dr. Cap war anfangs an dieser Arbeit beteiligt, muBte aber dann wegen Er- 
krankung seine Mitarbeit aufgeben. 


2. Voraussetzungen. 

Es wird vorausgesetzt: 

a) Die beiden Platten sind gleich breit; 

b) sie sind von der Schnittlinie ihrer Ebenen gleich weit entfernt. 

Weiter setzen wir zunachst voraus, daB die beiden Platten weder zusammen- 
stoBen, noch ins Unendliche reichen. Diese Sonderfalle werden am Schlu8 getrennt 
behandelt. 

Hinsichtlich der Ladung der beiden Platten unterscheiden wir folgende Fille: 

a) Entgegengesetzt gleiche Ladungen (I. ae wee 

b) beliebige Ladungen (II. Mitteilung). 


3. Bezeichnungen und Formeln. 


Um Wiederholungen, insbesondere der Figuren, zu vermeiden, seien hier zunachst 
simtliche Bildebenen der konformen Abbildung zusammengestellt (Abb. 1, a bis e). 
Die Platten bzw. ihr Abbild sind stark durchgezogen, Symmetralen strichliert; der 
abgebildete Bereich ist mit einer durchlaufenden Linie eingefaBt. (Die Bilder sind 
nur Illustrationen und nicht mafstabrichtig!) 

Die Eckpunkte haben in den einzelnen Ebenen folgende Koordinaten: 


1 Osterr. Ingenieur-Arch. 2, 201 (1948). 
2 Vel. dazu die Beriesuned auf 8. 380. 


Zum zweidimensionalen Feldproblem zweier leitender Ebenen. oe: 


Punkt w 
U 
U +7Q/2 
4 Q/2 
0 
~ iQ 
U —7+Q/2 
vi 
ETAT, b 
--$--§ 
l 
hen eho ae et | 
EO i EG 
+O = = = 9 = — <a -O- — — 
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7) C a é 
Abb. 1. 
Die Langeneinheit der z-Ebene ist so gewahlt, daB . 
etme List, 1 ia f= —— In, = 0. (1) 


Weiter verwenden wir die Abkirzungen 
ee RV Te ea es ee Re (3) 

An Funktionen treten auf: 

Das elliptische Integral 3. Gattung nach Legendre bzw. Jacobi; 

die Jacobischen elliptischen Funktionen sn, cn, dn (mit dem Modul k), abgekitirzt: 
s, c, d; und sn’, cn’, dn’ (mit dem Modul k’), abgekiirzt: s’, c’, d’; 

die Jacobische Zeta-Funktion zn. 

Speziell gilt fiir P: ; 
SIP ie= Ae Cy Piso ks? diet Pe) (3) 
und fiir VM: 

sn M =siny =m. (4) 

Fir die Formeln vergleiche: 


Enneper: Elliptische Funktionen; 
Magnus-Oberhettinger: Formeln und Satze; 
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Jahnke-Emde: Funktionentafeln mit Formeln und Kurven. 

Tafeln: 

Milne-Thomson: Die elliptischen Funktionen nach Jacobi. The Zeta-function 
of Jacobi, in: Proc. Roy. Soc. Edinburgh 52 (1931/32). 


4. Der Lésungsgang. 


Funktionentheoretisch besteht die Aufgabe darin, eine Ebene mit zwei Schlitzen, 
den Platten, auf den Grundbereich einer doppeltperiodischen Ebene so abzubilden, 
daB die beiden Schlitze sich auf zwei parallele Gerade abbilden. Zu diesem Zweck 
fiihren wir der Reihe nach folgende Abbildungen durch: 

1. € =Inz. Die z-Ebene bildet sich auf einen periodisch wiederholten Streifen 
der ¢-Ebene ab von der Breite 2. Die Platten erscheinen jetzt als parallele, gleich 
lange Strecken. Die gestrichelten Linien in Abb. 1b sind Symmetrieachgen. 

2. Um weiter den Schwarzschen Abbildungssatz anwenden zu kénnen, miissen 
wir zunachst aus der geschlitzten ¢-Ebene einen einfach zusammenhangenden Bereich 
herausschneiden, den wir dann auf die obere t-Halbebene abbilden. Da das Bild des 
Randes, die reelle ¢-Achse, eine Symmetrale der ¢-Ebene ist, diirfen wir auch nur 
entlang von Symmetralen zerschneiden. Wir wahlen den in Abb. 1b bezeichneten 
Bereich. 

Die Abbildungsfunktion ist ein elliptisches Integral 3. Gattung, das wir spater 
berechnen werden. 

3. Nun ist die untere z-Halbebene auf die obere t-Halbebene (Abb. 1c) abgebildet, 
will man aber die Abbildung iiber den Rand fortsetzen, so bendtigt man eine zwei- 
blattrige t-Ebene. Um eine schlichte Abbildung zu bekommen, fiihren wir das Integral 
1. Gattung als uniformisierende Veranderliche ein, das hei8t wir setzen 


(ei Lec 


Die t-Halbebene und damit die untere z-Halbebene bildet sich ab auf das Rechteck 
CDD'C’ (Abb. 1d), die obere z-Halbebene auf CDD’C’. Das Rechteck CCC'C’ 
bildet den Grundbereich, der sich doppeltperiodisch wiederholt. Die Platten erscheinen 
als unendlich lange waagrechte Gerade. 

4. Da sich zwischen den Platten keinerlei Ladungen befinden, kann in der Z-Ebene 
die Lésung des Potentialproblems sofort angegeben werden: die Potentiallinien sind 
waagrechte, die Kraftlinien lotrechte Gerade. Die Potentialebene (Abb. le) entsteht 
also durch eine Drehstreckung der doppeltperiodischen Ebene und es ist offenbar 


Wim OLR" - UR et Zi) De Gee fen] Bae 
Wir verwenden dabei das rationale MaSsystem, das heift wir setzen die Ladung 
gleich dem Kraftflu8. 


Die Kapazitat des Plattenpaares ist das Verhaltnis von Ladung zu Potential- 
differenz: 


C =Q/2U =Kjk’, (4) 


derselbe Ausdruck gilt fiir den Leitwert. Natiirlich kommen dazu noch die Material- 
konstanten, namlich die Dielektrizitatskonstante e baw. die Leitfahigkeit x. 

In vielen Fallen wird mit der Kenntnis von C die Aufgabe bereits gelost sein, 
nur fiir gewisse Probleme wird die tatsichliche Durchrechnung des Feldbildes er- 
forderlich sein. 


5. Die Abbildung nach H. A. Sehwarz. 


Auszufiihren ist noch die Berechnung der Abbildungsfunktion zwischen ¢ und t. 
In der ¢-Ebene haben wir in den Eckpunkten folgende Richtungsanderungen: 
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Punkte Richtungsinderung Ordnung des Integranden t 


bs — 71 ; +] +m 
C, C a m2 a "Is oe | 
Darr + 7/2 —1/, se 4k 
E, G + 7 el +1/A 


Fiir die Abbildungsfunktionen ist daher anzusetzen: 
eo @"} (t) =a (m2 — ®)-(l1—#)-*2-(1— Fk f)= "an (1 —<22 (2) -1, 


C=a-G() +y, 
wobei 


et dt m? —t? 
G (t) = Lot — = — -- : 
(t) \f 0) A VO—#) (1—F#) A 2 


Das ist ein elliptisches Integral 3. Gattung mit dem Parameter 4. Setzt man darin 
t =snZ, ergibt sich weiter 


Z lage, 
G (t) =\az ee eG. (5) 
0 


Die vollstandigen Integrale bezeichnen wir mit 
PTI ee 1 a Dy Ree td 
Die Abbildungsgleichung lautet jetzt 
¢ =a-IT(Z)+y. (6) 


6. Die Bestimmung der Konstanten. 


Unbekannt sind zunachst noch die fiinf GroBen k, A, m, a, y. Dafiir haben wir 
folgende finf Bedingungen: 


He ; Cu Sd Kd 
Da wir von A an integrieren, folgt daraus y = — i x. 
°C 
a Ca = So: A =JT =0, daraus m. 


3. Bei H betragt der Sprung in der ¢-Ebene: Af =iz, beim Umlaufen von H 
in der t-Ebene ergibt die Integration das halbe negative Residuum von f (¢), multi- 
pliziert mit 277: 

—a-t0 Resf (t)/;i4, =12, daraus a. 


F 
4. te—l, =ia, a | ee 

f daraus k und @. 
5. Ge—ti=o,  4,| =e Gf) =, 


Die betreffenden Rechnungen sind im einzelnen ziemlich umfangreich, bieten 
aber im Prinzip keine Schwierigkeiten. Es geniige daher, hier nur die Ergebnisse 
mitzuteilen. 


Das vollstandige elliptische Integral 3. Gattung laBt sich nach Legendre zuriick- 
fiihren auf unvollstandige Integrale 1. und 2. Gattung (F und £). Da wir aber F =Z 
selbst als Variable verwenden, also # als Funktion von F ausdriicken miissen, empfiehlt 
sich die Einfiihrung der Jacobischen Zeta-Funktion 


znu—E(p)—u-E/K, wobei u =F (9). (7) 
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Wir erhalten dann 


Cte? A eae m = sin (8) 
und 
2AN 6 zn P 
Cera eg Te Wir m? (9) 
Weiter ergibt sich aus der 4. Bedingung zunachst 
ie OX 
T alest ame, (10) 


Dagegen lassen sich 4 und & nicht geschlossen durch « und @ ausdriicken. Man 
mu8 vielmehr fiir A und k gewisse Werte annehmen und daraus die zugehérigen Werte « 
und o berechnen. Fiihrt man das fiir eine gréBere Anzahl 
von Wertepaaren durch und tragt 7 =e-® und « als Polar- 
koordinaten auf, so zeigt sich, da die Kurven k = const. 
mit grofer Anniherung Kreisbogen sind, von denen die drei 
Punkte « =0 bzw. 2,7 =1 und « =2/2, r =\k' von 
Anfang an bekannt sind. Daraus folgt durch einfache tri- 


Abb. 2. gonometrische Uberlegungen (Abb. 2): 
tg 2 eee k’ = tg? e. (11) 


Somit ist ein erster Naherungswert fiir k’ bekannt und damit auch fiir k, K, P 
und 4 =k- P. Mit diesem Wertepaar k und /4 wird 9 =a-/JI(M) berechnet. Der 
erhaltene Wert 7 wird im allgemeinen nicht mit dem gewiinschten Wert 7 tiberein- 
stimmen; ist er zu gro8, so war auch k’? zu groB gewahlt. Man vermindert dann k’? 
ein wenig, fiihrt die Rechnung noch einmal durch und interpoliert linear zwischen 
den Ergebnissen. 

Die Auswertung des Integrals 3. Gattung JJ (M) 1a8t sich vereinfachen durch 
folgende Uberlegung: falls der Winkel « nicht allzu klein ist, werden die Ladungen M 
auf der Innenseite und K — M auf der AuBenseite nicht allzu verschieden sein, 
daher liegt M in der Nahe von K/2. Da zudem der Integrand bei Z = M verschwindet, 
ist IJ (K/2) bereits ein erster Naherungswert fiir 7 (M). Nach dem Additionssatz ist 


K 
gral (2) =n meal tanta (12) 


Fiir genauere Berechnung la8t sich das Restintegral von K/2 bis M abschatzen, 
indem man den Integranden fiir Z = K/2 berechnet und die Flache zwischen K/2 
und M durch ein Dreieck ersetzt. Man erhalt 


an(P—) 
4 2 i ie HS k’— ctg? wu 
OR at "a 4 (1 y)2nP eta?” (13a) 
Vir | ( K k’— etg? 
7 == ———___ |1 —| M — —)|2zn P— al 13b 
dn( P— 7) ? ) aa 


7. Die Berechnung des Feldbildes. 


Soll der Verlauf der einzelnen Kraftlinien und Potentiallinien berechnet werden, 
also der Linien X = const. und Y = const., so ist fiir die komplexen Argumente eine 
Zerlegung des Integrals 3. Gattung nach dem Additionssatz erforderlich. Es ergibt 
sich nach Legendre: 
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PI PY a aT 1+kiasn(U + V)snV sn(P—U) 
GHI(U SV) = ten le Vien VP 


Darin setzen wir U =X und V =i Y. 
Wir bezeichnen nun die elliptischen Funktionen von X (mit dem Modul k) mit s, 
c, d und ebenso die elliptischen Funktionen von Y (mit dem Modul Rint 8! 26d 
ferner bezeichnen wir 
SEP =X eee und “sa (Pr 2k) oF 
und schlieBlich noch 


1 — 4282 


ees ss — m?) s’ 
1 ¥) =H (¥) =| sill Nae SS 5 (14) 
0 
Dann ergibt sich unter Verwendung der Formeln fiir elliptische Funktionen mit 
komplexem Argument: 
C=all(X +1Y)—ix=all(X)+iall (Y)—ia+ 
1 ¢tdid kis) eee. 


‘d 
Cc’ 


+ In 


; ; (15) 
kio 


1—s?d(d—kdeo)+i5 
woraus sich 
lz] =exp[#(¢)] und argz =9(C) (16) 
leicht berechnen lassen. 
Speziell wird auf der Platte (Y —0): 


[2] =exp [a- IT (X)], 
auf der Mittelachse (Y = K’): 
| = exp[a/I(X)] 
auf dem Kreisbogen AF (X = 0): 
argz =—a-+a-Il'(Y) 
und auf dem Kreisbogen CD (X = K): 
arg.2 = —a + all’ (Y)—2aretg( 


sn (P + X) 


sn (P— X)’ 


Oars? 

Berd. ) 

Fir X =P lauft die Kraftlinie ins Unendliche; fiir die Asymptote ergibt sich 
« =exp[alI(P)] fe (a— Aid) — 1. 


Diese Kraftlinie X —P und ebenso die Kraftlinie X — P— K sind besonders 
interessant, weil sie, wie wir noch sehen werden, auch dann ihre Gestalt beibehalten, 
wenn die beiden Platten verschiedene Ladungen tragen. Wir wollen sie daher als 
»permanente Kraftlinien“‘ bezeichnen. 

Ferner interessieren noch die Kraftlinien X = + M, die von den Kanten abgehen. 


8. Formeln fiir die numerische Auswertung. 


In der Regel wird &? ein unrunder Wert sein, man mu8 daher beim Aufschlagen 
der elliptischen Funktionen auch nach dem Modul interpolieren; das ist nur fir 
Argumente bis K/2 (bzw. K’'/2) zulassig. Fir den tibrigen Bereich verwendet man 
die Beziehungen 


on (K — X) =c/d, con(K —X) =K's/d, dn(K —X) =k'/d (17) 


und fiir den Quotienten in (15): 


/s’ a’ 
Can 


w(K —Y¥)=1/ 
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Damit ergeben sich als zweckmafige Formeln 
NV =dn P =Kk'/dn(K—P) und 6=kd' sn(K — P). (18) 
Ferner ist 
zn P =A6/i' — 2n(K — P). (19) 
- Im letzten Abschnitt, das hei8t zwischen k2 = 0°9 und k? = 1, darf die Funktion Zn 
nicht mehr linear nach k? interpoliert werden, da der Summand E/K bei k = 1 singular 
wird. Nimmt man diesen Ausdruck heraus und interpoliert nur # (u) linear nach k?, 
ergibt sich (nach einigen Umformungen) folgende Regel: 
Man interpoliere zundchst den Tafelwert von zn linear nach k? und subtrahiere 
vom Ergebnis die Korrektur 


w [k'? 10 (E/K)o,9 — (E/K)j2]- (20) 
SchlieBlich wird noch das Integral 3. Gattung umgeformt: 


dn (K — P—X K 
a II (K — X) =In all (X) (x <P— +}, 


(21) 
=n MET PU OSA) _aM(X) (X>P—F), 
und ee 
a I’ (K' — Y) =«—II’ (Y) —2areteg (= 7}: (22) 
Ferner empfiehlt sich, besonders bei kleinem Wert 4’, die Zerlegung 
2 SEEN cE ; 2 
OEE tk i) ge 
und somit 
ESE, 
all (Y) = Yen P + 24% 8\*_ a, (23) 
Qari s 


(Jacobisches Integral 3. Gattung); fiir kleine 4’ wachst der Integrand nur wenig 
tiber 1/(1 +). Damit 2’ klein wird, wahlt man die positive Richtung der reellen 
z-Achse so, da die Platten auf der rechten Halbebene liegen, dann ist nach (10): 


P > K/2 und daher 2’ =dn P < Vk. . (Liegen dagegen die Platten auf der linken 
Halbebene, erhaélt man statt dessen den gréBeren Wert 7’ =k’'//’, wahrend k un- 
- verandert bleibt.) 


Die numerische Auswertung der Integrale 3. Gattung: (5), (14), (23) erfolgt am 
besten mit einem Planimeter oder Integrimeter, etwa nach der Methode von Nystrém’., 


9. Ein Zahlenbeispiel. 
Es sei vorgegeben 


“o=n/8 und r=Yr,/r, = 0°75. 
Nach (11) ist 


tg2<¢=1310 und |/k’=tge =0°494, 
das heiBt 
i =210:244: k’2 = 0:0595. 
Wir rechnen weiter mit dem runden Wert 
k’? =0-06, k’ =0°245, /k’ =0°495, 
i? = 004. Kk =2°82. 


Scient. Fenn., Comm. Phys. Math. VIII, 12. 


* Nystrém: Praktische Auswertung von elliptischen Integralen dritter Gattung. Soc. 
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(10): P=",K, K—P=K/8 =0:353, P—K/2 =%/,K —1-06, 
dn (P — K/2) =0°643, dn (K — P) =0°944, sm (K — P) =0°339. 


Damit ergibt zunachst (12) als groben Naherungswert fiir r: 0°770. Er wird ver- 
bessert nach (13). Zunachst gibt 


(18): i’ = 0260, %2=0:965, 6 —0-085. 


cy 
-Cee@e. 


He | 
ERE Ee ol § 6 


Abb. 3. 


[ { 
88’ ue 


Weiter berechnen wir zn (K — P) nach (20). Es ergibt sich 


linear interpoliert: 0°2491 
Korrektur nach (20): 0°0431 
en (K — P) = 0°2060 und (19): zn P =0°1113. 
Nun ergibt (8): . 
ctg? wu = 0°1251, 
daraus 
sin =sn M =0°9427, M =1°68. 


Damit erhalten wir nach (13b) den korrigierten Wert 
(a. = ONT Ge 
Da dieser Wert zu groB ist, war auch k’? = 0:06 zu groB. Wiederholen wir die Rechnung 
mit k’? = 0°05, ergibt sich 
= =.0' 95, A ==.0'258,.. 0 = 0081 A = 0'972. 
Kaa 2-908.) A =a.1-748 und ie — ne We 
Durch lineare Interpolation zwischen 0°761 und 0°747 erhalten wir schlieBlich 
b2 -=0:052, 7° 0:948, “K =—2°89L, K’ =1:592, M'=1°734. 
Die Kapazitat zwischen den beiden Platten ist nach (4): 
Cte TG ICL 1816; 
und zwar entfallt auf die Innenseite der Anteil 
C, = M/K' = 1-090, 
auf die AuBenseite der Anteil 


C, =(K — M)/K’ =0°726. 
Das Feldbild wurde mit dem aufgerundeten Wert k? = 0:95 durchgerechnet (Abb. 3). 
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Der Kraftflu8 wurde in 16 (ungefaihr) gleiche Teile geteilt, die Kraftlinien sind 
entsprechend numeriert von 0 bis 8 bzw. 0 bis 8’. Die Kraftlinie 0 bzw. 8 ist der 
Einheitskreis. Wegen P =—7K/8 sind die Kraftlinien 7 und 1’ die permanenten 
Kraftlinien, die ihre Gestalt auch dann beibehalten, wenn die Ladungen der beiden 
Platten verschieden sind; die Kraftlinie 7 lauft ins Unendliche. An Stelle von 5 K/8 
wurde M gewahlt, das heiBt, die Kraftlinien 5 und 5’ gehen von den Kanten ab. Die 
Potentialdifferenz zwischen den Platten wurde in acht genau gleiche Teile geteilt. 
Obere und untere Halbebene sind spiegelbildlich gleich, auBerdem wird das Feldbild 
durch Spiegelung am Einheitskreis in sich selbst iibergefiihrt. 


(Eingegangen am 16. Januar 1951.) 


Berichte. 


Das FlieBen von Metallen unter verschiedenen Beanspruchungen. 
Von A. L. Nadai, East-Pittsburgh, USA. 
Dritter Teil. 


Mit 20 Textabbildungen. 
(Schlu8. Siehe auch Osterr. Ing.-Arch. Bd. III, Heft 3, S. 261, und Bd. III, Heft 5, 8. 421.) 


VY. Kurze Berichte tiber experimentelle Untersuchungen. 


Wie erwahnt, waren wahrend des letzten Krieges mit bestimmten Riistungs- 
anstrengungen verkniipfte Probleme die Ursache fiir die Anregung einer Anzahl 
experimenteller Untersuchungen an verschiedenen Instituten tiber das FlieBen und 
den Bruch von Metallen. Es ist dem Verfasser eine angenehme Pflicht, dem David 
Taylor Model Basin of the Bureau of Ships, Navy Department in Washington, D. C., 
fiir das standige Interesse an gewissen mechanischen Fragen — tiber die im folgenden 
berichtet wird — bestens zu danken. Durch die Initiative von Captain L. B. Mc Bride 
und des Rear-Admirals H. 8S. Howard, ehemaligen Direktoren, der Captains W. P. 
Roop und J. Ormondroyd, die mit der Leitung der Abteilung fiir Baumechanik 
bis vor kurzem betraut waren, sowie durch das Interesse ihres derzeitigen technischen 
Direktors Captain H. E. Saunders, unterstiitzt von Commander J. O. Baker 
und Dr. D. F. Windenburg, Chefphysiker des Model Basin, wurde die Aufmerk- 
samkeit mehrerer Laboratorien in USA. auf diese Fragen gelenkt. Mit Erlaubnis 
des Navy Departments wird tiber die Versuchsergebnisse einiger Arbeiten berichtet, 
die wahrend der letzten Jahre in den Westinghouse Research Laboratories von den 
Herren E. A. Davis, M. J. Manjoine, R. K. Carlson und J. Miklowitz in Zu- 
sammenarbeit mit mir fiir das Navy Department durchgefiihrt worden sind. In 
dieser Ubersicht sind auch einige Versuchsergebnisse einbezogen, die schon vorher 
erhalten wurden. ~ 


22. Verfestigung von Kupfer unter zusammengesetzten 
Beanspruchungen. 


Das Verhalten eines bildsamen Metalles bei bleibender Verformung durch ein 
System von langsam, monoton zunehmenden Spannungen ist durch die Annahme 
der Existenz einer Verfestigungsfunktion charakterisiert. Wir wollen die der Theorie 
in Abschnitt 11 c¢ zugrunde liegenden mechanischen Voraussetzungen noch einmal 
anfiihren: 1. Die bleibenden Verzerrungen sollen klein angenommen werden; 2. das 
Volumen des Metalls andert sich nicht; 3. die Schiebungsgeschwindigkeiten, mit 
denen die Ebenen in einem Metallelement jeweils relativ zueinander gleiten, sind 
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proportional den in diesen Ebenen wirkenden Schubspannungen; und 4. die GroBe 
der Verzerrung wird durch die Schiebung y, und die GréBe der Beanspruchung durch 
die entsprechende Schubspannung 1, [Gl. (130)] ausgedriickt, wobei Tt, als Funktion 
der ersteren angenommen wird, 

T =f (Yo). 


Um tiber die Giiltigkeit einiger dieser Annahmen Aufschlu8 zu erhalten und be- 
sonders im Bestreben, die Theorie auf endlich groBe Verzerrungen auszudehnen, 
wurden zwei Serien von Versuchen ausgefiihrt; eine mit Kupfer und die andere mit 
weichem Stahl, wobei das Verhalten dieser Metalle bei verschiedenen zweiachsigen 
Spannungszustanden mit zu- 
nehmender Intensitat und 
unter einem konstanten Ver- 
haltnis der Hauptnormal- 
spannungen verglichen wur- 
de (die dritte Hauptnormal- 
spannung blieb dabei prak- 
_ tisch Null). 

Davis® hat hohlzylin- 
drische Versuchsstiicke aus 
geglihtem Kupfer einer 
Kombination von axialem 
Zug und innerem hydrostati- 
schem Druck unterworfen 
und ihre Formanderungen 


(226) 


O16 G24 G32 


sorgfaltig untersucht. Ins- 
gesamt sind dreizehn hohle 
Versuchsstabe (Abb. 44*) in 


maz. netirliche Schiebung, Vino. 


Abb. 47. Ergebnisse der Versuche mit zusammengesetzten 
Beanspruchungen an Kupfer. 


zwei Gruppen (A und B) in 


| 
Zeichen | 


. : GO 9/F1 | Zeichen | o,/0, 
einer hydraulischen 30-Ton- 
nen-Universal-Priifmaschine | | '(reiner Innendruck) 
von Amsler & Co., Schaff- O a ¥ is 
hausen (Schweiz), unter- e As a fi 
sucht worden. Der Innen- Vv 1/2 e | 1 


druck im Zylinder wurde von 

einer ebenfalls von Amsler hergestellten Dreikolben-Hochdruckpumpe mit 1200 Atm. 
Héchstdruck erzeugt. Sowohl die axiale Last als auch der innere Oldruck sind mit Pendel- 
manometern gemessen (Abb. 45*, Tafel 1*). Die Versuchszylinder aus Kupfer waren aus 
gezogenen Rundstaben herausgearbeitet und allmahlich ausgegliiht. Wenn die Versuchs- 
stiicke zunehmenden Spannungen ausgesetzt waren, wurden die EinlaBventile an beiden 
Pendelmanometern so geschaltet, daB das Verhaltnis n der tangentialen Haupt- 
normalspannung o, zur axialen Hauptnormalspannung o, (nm =o;,/o,) ungefahr 
konstant blieb. Die dritte Hauptnormalspannung in radialer Richtung, deren Mittel- 
wert man naherungsweise gleich p/2 (p hydrostatischer Innendruck) setzen kénnte, 
ist gleich Null angenommen. Die axiale Zugbelastung und der innere Druck wurden 
mit kleinen Geschwindigkeiten gesteigert und wahrend der Messungen der Liangen- 
anderung der MeBstrecke und des auBeren Durchmessers die beiden Pumpen fiir 


65 EZ. A. Davis: Trans. Amer. Soc. mechan. Engr. (J. appl. Mechan.) 65, A-187 (1943). 

* Die Bilder, deren Nummern im Text mit einem Stern versehen sind, kénnen aus Ersparnis- 
griinden nicht ver6dffentlicht werden. Die interessierten Leser mégen auf den englischen Original- 
text zurickgreifen. Redaktion. 
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kurze Zeit zum Stillstand gebracht. Die Annahme, da8 sich das Volumen des Kupfers 
wahrend des Versuches nicht andert, gestattete die Ermittlung der drei bleibenden 
natiirlichen Hauptdehnungen und der effektiven Werte der Hauptnormalspannungen 0, 
und o,. Die Rohre erfuhren im Endzustand jedes Versuches endlich groBe Verzerrungen 
von der in Abb. 47 gezeigten Gré8enordnung. Von jedem Versuch mit konstantem 
Verhaltnis » =o,/o, wurden drei Spannungs-Dehnungs-Kurven ermittelt: 


t% =f, (V1), tT, =f (Yo), Tt; =f (Ys)- (227) 


Die Abszissen der Kurven sind die Absolutwerte der natiirlichen Hauptschiebungen: 
V1 =f —€s Yo =!3— &, Ys =&1 — &, Worin &, &, €3 die natiirlichen Haupt- 
dehnungen in axialer, Umfangs- und radialer Richtung bezeichnen. Die Ordinaten 
sind die Absolutwerte der effektiven Hauptschubspannungen: 1, = (0, — 93)/2, 
T, =(63 — 0,)/2, tT; = (01 — 6)/2. o, und o, bezeichnen hier die effektiven Haupt- 
normalspannungen o, und o; im Querschnitt der Rohrwand, die aus dem geanderten 
AuSendurchmesser und dem geanderten Wert der Mefstrecke unter der Annahme 
der Volumbestindigkeit des entsprechenden Teiles der Rohrwand berechnet sind. 
Unter diesen Kurven befinden sich auch die eines Zugversuches, der mit einem runden 
Vollstab aus dem Kupfer der Gruppe A und mit einem hohlzylindrischen Probe- 
stiick der Gruppe B durchgefiihrt sind. Ein Verhaltnis n =o;/o, = 1/2 (¢, Axial-, 
o, Tangentialspannung) und n =o,/o, =2 (Versuch mit einem Zylinder mit ver- 
schlossenen Enden unter rein hydrostatischem Druck) entspricht einem Zustand 
endlicher reiner Schiebung in der Rohrwand. In diesen beiden Fallen konnte — 
in Ubereinstimmung mit den Spannungs-Dehnungs-Gleichungen (118) — keine 
merkliche Anderung des mittleren Halbmessers im ersten Fall und der axialen Lange 
im zweiten Fall beobachtet werden. Dies zeigte sich auch bei Kriechversuchen von 
Norton mit Rohren, die unter innerem Gasdruck tiber eine Zeitspanne von 
4000 Stunden gepriift wurden. Seine Versuchsergebnisse (Abb. 46*) zeigen, da das 
Rohr seine Lange nicht andert, obwohl es eine durch das Kriechen verursachte und 
der Theorie entsprechende Zunahme des Durchmessers erfuhr. Aus den Versuchen 
mit Kupferrohren fiir » =1/, und n = 2 kann geschlossen werden, da die gezogene 
Kupferstange, aus der das Rohrprobestiick herausgearbeitet wurde, keine merklichen 
Richtungseigenschaften durch das Formen erhalten hatte. Das Kupfer verhielt sich 
innerhalb des Bereiches der hier untersuchten Verzerrungen isotrop — zumindest 
soweit es die plastischen Formanderungen in diesen Versuchen betraf. 


In Abb. 47 sind die Versuchspunkte fiir alle Probestiicke bei anderen axialen Lasten 
und Innendriicken in einem Achsenkreuz der gréSten effektiven Schubspannung 7, 
und der gréBten natiilichen Schiebung y,,,, fiir verschiedene Belastungsverhaltnisse 
aufgetragen (die linke Punktegruppe stellt die Versuche der Gruppe A, die rechte 
jene der Gruppe B dar). Man sieht, da beide Gruppen von Punkten sich gut durch 
eine Kurve Tmax =f (Ymax) darstellen lassen. Die Punkte des Zugversuches (der 
Gruppe A) scheinen am meisten von der gemeinsamen Interpolationskurve ab- 
zuweichen®®. 


66 Nachdem die Last bei einem Zugversuch an einem Rundstab ihr Maximum erreicht hat 
und die Einschniirung beginnt, entsteht in dem eingeschnirten Teil des Stabes ein rotations- 
symmetrischer Spannungszustand. Die Punkte des Zugversuches in der ersten Gruppe (links) 
in Abb. 47 sind aus der mittleren Spannung im kleinsten Querschnitt des Stabes berechnet. 
Davidenkov hat kirzlich gezeigt (loc. cit. Abschnitt 17), daB man mit einer entsprechenden 
Korrektur dieses mittleren Wertes der effektiven Spannung den letzten Teil der wahren Zug- 
spannungskurve in der Nahe des Bruchpunktes enger an die mittlere Kurve fiir reine Schiebung 
der Abb. 47 anschlieBen kann. 
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Dieselben Beobachtungen kénnen in einem Achsenkreuz der oktaedralen Schub- 
spannung 


Tokt = V2 a3 T,? ate T3” (228) 


als Funktion der oktaedralen Schiebung 


ne rece ua as 
Vout = 3 V2 + YP + V3" (229) 


dargestellt werden (Abb. 48*). Hier konnten die Versuchsergebnisse wieder durch 
eine Kurve dargestellt werden, jedoch ist die Ubereinstimmung etwas weniger gut 
als in Abb. 47. 

Man mu bei Metallen im Verfestigungsbereich, wenn die Verzerrungen sehr 
groB werden und eine Neuorientierung der Kérner in der Struktur merkbar wird, 
Anisotropie des Materials erwarten. Die Theorie des FlieBens der Metalle sollte dies 
eigentlich berticksichtigen. Wollen wir versuchen, den im Abschnitt 10 entwickelten 
Ansatz fiir die Zusammensetzung der Verzerrungen auch auf Verzerrungen mittlerer 
GréBe auszudehnen, dann ist es naheliegend, die Vorstellung des isotropen Verhaltens 
beizubehalten. 

Auf diese Weise kénnte man isotrope Spannungs-Dehnungs-Geschwindigkeits- 
beziehungen fiir Verzerrungen von der GréSenordnung, der Abszissen der Abb. 47 und 
48* annehmen, unter der Voraussetzung, daB man die Verzerrungsgeschwindigkeiten 
nicht auf die urspriinglichen Abmessungen des Korpers und auf die iiblichen Verzerrungen 
é, y bezieht, sondern auf seine jeweiligen Abmessungen im beanspruchtenZustand und 
auf die natiirlichen Verzerrungen ¢, y. In Ubereinstimmung mit den Gl. (127) werden 
wir z. B. schreiben: 

dy/di =3 ®t, (230) 


wo dy/dt die Geschwindigkeit der natiirlichen Schiebung entsprechend der Schub- 
spannung t im verformten Korper ist. 
Dies ist der Annahme der Spannungs-Dehnungs-Beziehungen in der folgenden 
Differentialform gleichwertig: 
dé, =d® [o, — (0, + 9;)/2], 
dé, =d® [o, — (o, + 0,)/2], (231) 
de; =d® [o; — (0, + o,)/2], 


wo dé,, dé,, dé; die Differentiale der natiirlichen Hauptdehnungen sind. Die ent- 
sprechenden Differentiale der natiirlichen Hauptschiebungen betragen: 


dy, =de, — dé; =3d®-1%, wo %] =(0,—03)/2, | 
dy, =dé, — déy =3d®-t, ,, tT, =(03 — 04)/2, f (232) : 
By arer OS, db, = SOD Ty55y5.-Tg = (O40 9)} 2; 


Daher gilt eine ahnliche Gleichung ftir die Differentiale der natiirlichen oktaedralen 
Schiebung 

dy = 3 dD t. (233) 
Wir sehen, daB das Differential 

aD =dypo/3 To (234) 


bekannt ist, sobald die Verfestigungsfunktion des Metalls 


To =| (Yo) (235) 
aus Versuchen bestimmt ist. 
Ingenieur-Archiv V, 2. 13 
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Die vorhergehenden Gleichungen kénnen integriert und in geschlossenen Aus- 
driicken angegeben werden, wenn die Hauptnormalspannungen 0}, 02, 63 80 zunehmen, 
daB& ihre Verhaltnisse 

0,/0, =K,, 93/0, = K; (236) 
wahrend des Anwachsens der Spannungen und Verzerrungen konstant bleiben. Gerade 
dies traf in den oben erwahnten Versuchen zu, fiir die daher t) in demselben Verhaltnis 
wie die Hauptnormalspannungen, z. B. o,, zunimmt: 

1 


. are V (0, — 6)? + (62 — 93)? + (63 — 14)? =k 4, (237) 
wo k folgende Konstante bedeutet: 
1 re 
k= =) (1K)? + (Kore Ke)* (Ke Dt (238) 
Die erste der Gl. (231) kann nun wie folgt geschrieben: 
ae Gst--nG; dy Ky + K,\ dy 
dé, =(0, — - l= (1 se 2 |e (239) 


und vom unverzerrten Zustand des Korpers nach seinem verzerrten Zustand integriert 
werden: 


4 =(1 


Wird eine neue FlieBfunktion © definiert 


(240) 


Se Nine ee 
Pah open We ane He 


so kénnen die drei Spannungs-Dehnungs-Beziehungen Gl. (231) integriert und in 
geschlossener Form dargestellt werden: 
ey = ® [o, — (6, + 93)/2], 
by apes P [o, — (03 + 94)/2], (242) 
és =® [o; — (0, + o)/2]. 


Es ist das Verdienst von Davis, daB er von diesen letzteren Spannungs-Dehnungs- 
Beziehungen in geschlossener Form Gebrauch macht, um die Verfestigungsfunktion 
T) =f (yo) fiir Kupfer zu ermitteln, die er bis zu Verformungen von betrachtlicher 
GroBe erforschte®’. 

So kann abschlieBend festgestellt werden, dai sich 1. die Spannungs-Dehnungs- 
Beziehungen bildsamer Metalle, wie z. B. Kupfer, fiir die Differentiale der natiirlichen 
Verzerrungen durch Gl. (231) oder fiir die Dehnungen selbst durch Gl. (242) bei 


67 Wenn die Groen uw und », die sich auf die Mohrsche Darstellung der Spannungen und 
unendlich kleinen Verzerrungen durch Kreise griinden und von W. Lode: Der Einfluf der mittleren 
Hauptspannung auf das FlieBen der Metalle, Forschungsarb. VDI. 1928, H. 303, eingeftthrt wurden, 
bentitzt werden, so bedeutet dies fir endliche Verzerrungen 


is 
wenn 


wy 20g = GO, » 2dé,— dé, — dé, 

a Op Og 7 tees dé, — dé, ; (245) 
Wie Lode, Taylor und Quinney in ihren Zug-Torsionsversuchen fanden, zeigten einige Werte 
von « und », die Davis aus seinen Versuchen berechnete (im Ausdruck fiir » wurden an Stelle 
der iblichen Verzerrungen die natiirlichen gesetzt), eine systematische Abweichung von der durch 
=v dargestellten Geraden (Abb. 49*, diese bezieht sich auf die Versuche mit Kupferrohren). 
Alle drei Forscher gelangten zu derselben Schlu&folgerung, da& namlich das wirkliche Ver- 
halten der Metalle mit Verfestigung eine systematische Abweichung von der Geraden mu = yr 
(Abb. 49*) zeigt. Die Kurve wu = f (v) geht jedoch durch die drei Punkte: » = vy = — 1,0, + 1 
und die beobachteten Abweichungen rechtfertigen kaum ihre Beriicksichtigung in der Theorie. 
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konstanten Verhaltnissen o,/o, und o3/0, darstellen lassen, daB 2. die Verfestigungs- 
funktion fiir endliche Verzerrungen mittlerer GréBe in der Form 


T =f (Yo) (244) 

angenommen werden kann und da sich 3. die FlieBfunktion in der GI. (241) durch 
—— Yo = Yo 68 

ausdriicken laBt. S75 3f (Yo) (245) 


23. FlieBen und Bruch eines mittleren Kohlenstoffstahls unter 
zusammengesetzter Beanspruchung. 


a) Kine ahnliche Versuchsserie wurde fiir die David Taylor Model Basin mit zylin- 
drischen Hohlkérpern aus mittlerem Kohlenstoffstahl mit derselben Versuchs- 
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natiirliche Dehnung & 
Abb. 50. Spannungs-Dehnungs-Kurven fiir einachsigen Zug (¢,/o, = 0). Mittlerer Kohlenstoffstahl. 


ausriistung und nach demselben Verfahren®® durchgefiihrt. Der Stahl enthielt: 
C 0:23; Si 0:10; Mn 0°62; Ph 0-1 und S 0°03. Zwélf Probekérper” (Abb. 44*) 
wurden aus einer 18 Fu (5486 mm) langen runden Stange, die man vorerst bei 925° C 
zwei Stunden ausgegliiht hatte, herausgearbeitet. Zehn Rohre wurden der Reihe 
nach untersucht, wobei das Verhaltnis n = o,/o, (o; tangentiale, o, axiale Normal- 
spannung) wahrend des Versuches konstant blieb: 


i= On O:DO0.0°750%-0:762- O:775 | 0800 50°875~ 17000 22-000 


Die Versuchsergebnisse sieht man in einigen Spannungs-Dehnungs-Kurven in 
Abb. 50, 51, 52*, 53*, 54*, wo die Kurven in jedem untersuchten Fall mit dem Bruch 


und. oo. 


68 Wegen weiterer theoretischer Untersuchungen tiber den Mechanismus der Verfestigung 
der bildsamen Metalle in der Gitterstruktur vgl. G.I. Taylor: The Mechanism of Plastic De- 
formation of Crystals. Proc. Roy. Soc. (London) 145, 362, 388 (1934). — H. W. Swift: Plastic 
Flow of Metals. Met. Ind., Lond. 56, 127, 149, 173 (1940). Deformation of Metals. Metallurgia, 
Manchester (December) 1944. Plastic Strain in Isotropic Strain Hardening Material. Engineering 
162, 381 (1946). 

69 &. A. Davis: Yielding and Fracture of Medium-Carbon Steel under Combined Stress. 
Trans. Amer. Soc. mechan. Engr. (J. appl. Mechan.) 67, Nr. 1, A-13 (1945). 

70 Zylindrischer Teil lang 8” (203 mm), Melange 4” (1016 mm), AuSendurchmesser 1450” 
(36°83 mm), Wandstarke 0°100” (2°54 mm). 
13* 
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enden. Um ein Rohr unter reiner Tangential- 
spannung (m = oo) zu untersuchen, wurde 
eine (Abb. 55*) Anordnung beniitzt, in welcher 
die axiale Last durch ein mittleres Stiick 
aufgenommen ist. 

Abb. 50 zeigt Spannungs-Dehnungs- 
Kurven fiir _einachsigen Zug eines Hohl- 
zylinders und fiir vier kleinere Vollkérper, 
von denen drei Flachstabe 0°1-0°5; 
0°15- 0°5; 0°30- 0°50 (im Querschnitt, ee 
2°54 - 12°70; 3°81 - 12°70; 7°62 - 12°70 mm) und 
einer ein Rundstab von 0°25 (6°35 mm) Durch- 
messer waren. Die letzte Kurve ergab ein 
Vollzylinder, der auf axialen Druck bis zum 
Knicken gepriift wurde. 

Die Spannungs-Dehnungs-Kurven der 
Flachstabe Abb. 50 zeigen, daB die Ver- 


zerrung und Spannung beim Bruch wie das Verhaltnis der Dicke zur Breite zunimmt. 
Die Abnahme der Dicke und Breite der Querschnitte erfolgt im gleichen Verhaltnis, 
solange die Dehnung in axialer Richtung gleichférmig ist, jedoch nimmt mit Beginn 
der Einschniirung die Dicke rascher als die Breite ab. Die Kurven in Abb. 50, 51, 


52*, 53*, 54* sind mit den 
Absolutwerten der effek- 
tiven Spannung und natiir- 
lichen Verzerrung gezeich- 
net. Als Mittelwert der 
Radialspannung ist — p/2 
(p Innendruck) aufgetragen ; 
er ist negativ. Beim Versuch 
n =oco ist. dial axiale 
Dehnung negativ. 

[Abb. 56*, Tafel 2, zeigt 
das Aussehen von fiinf der 
Hohlzylinder nach dem 
Bruch fiir die Verhaltnisse 
n =0;/0, =O (reiner Zug- 
versuch), 0°50; 1:00; 2 (Ver- 
such unter reinem Innen- 
druck) und n =co (Rohr 
nur durch Umfangszug bean- 
sprucht).] Bei n=1, o,=o, 


= = 0,75 0,762 0,775 0,800 0,875 ard ‘ dat 
Abb. 57. Nahere Ansicht der gebrochenen Rohre aus mittlerem : Moms Ai ys ve * 
Kohlenstatiesa ht: sich der Bruch nach irgend- 


einer Richtung ausbildet. 


Der Bruch des Rohres erfolgte indessen durch einen axialen Ri8, ahnlich wie bei 
den Spannungsverhaltnissen n =2 und n=oo. Ks ist recht interessant, das Ver- 
haltnis m zu bestimmen, bei dem der Bruch aus der axialen auf die Umfangs- 
richtung tibergeht. In Abb. 57 sind Photographien der Bruchstellen von fiinf anderen 
rohrférmigen Probestiicken, die bei Spannungsverhaltnissen n = 0°750; 0°762; 0°775; 
0°800; 0°875 gebrochen sind, wiedergegeben. Man sieht, da die Bruchrichtung von 
der axialen auf die Unfanyerich ting bei n = 0-762 umaghlagé, 
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In den Abb. 58* und 59 ist die Verfestigung dieses mittleren Kohlenstoffstahls 
bei zweiachsigen Spannungszustinden tiber den Bereich der Spannungsverhiltnisse 
0 So,/o, S co gezeigt. (In Abb. 58* sind wieder die groBten effektiven Schub- 
spannungen Tax in Abhangigkeit von den entsprechenden eroBten natiirlichen 
Schiebungen y,,,. aufgetragen.) Die Punkte fiir jene Versuchsstiicke, die entlang 
des Umfanges brachen, sind in der linken, und jene fiir die Rohre, die in Langsrichtung 
brachen, in der rechten Punktegruppe zusammengefaBt. Die mit dem Buchstaben R 
bezeichneten Punkte geben den Bruch an. In Abb. 59 sieht man zwei entsprechende 
Bander von Punkten, welche die Werte der effektiven oktaedralen Schubspannungen T, 
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Abb. 59. Verfestigung von mittlerem Kohlenstoffstahl. 


Zeichen 0;,/O 4 Zeichen 0; (C4 
O 0 x 0-800 
A 0°50 A 0°875 
8 0°75 O 1-000 
v 0°762 A 2°000 
+ OTS @ co 


als Funktion der entsprechenden Schiebung 7) darstellen. Die voll ausgezogene Kurve 
in beiden Abbildungen verbindet die Punkte eines einachsigen Zugversuches mit 
einem Hohlzylinder. Es ist ersichtlich, daB sich die beobachteten Punkte einer ge- 
meinsamen Kurve t, =f (Yo) ausgezeichnet anpassen und die Ubereinstimmung 
fiir die Versuche mit mittlerem Kohlenstoffstahl bei der Linie Abb. 59 besser ist 
als bei der Kurve Tmax =f (Ymax) (Abb. 58*) bei allen zehn Spannungsverhaltnissen, 
die den zweiachsigen Bereich 0 <o,/o, < co der Hauptzugspannungen erfassen. 

In nahezu allen Fallen zeigte sich vor dem Bruch irgendeine értliche Ausbauchung 
(oder Einschniirung fiir n =0). Bei den Versuchen n =0°750 und n = 0°762 ver- 
gréBerte sich der mittlere Durchmesser in der Nachbarschaft des Umfangsbruches. 
Auch nahm die Wandstarke ortlich in der Nahe der Bruchflache in den meisten Fallen 
ab. Es soll in diesem Zusammenhang vermerkt werden, daB drtliche Ausbauchung 
(oder Einschniirung) dann erfolgte, wenn entweder die gesamte axiale Last P oder 
der Druck p oder beide einen maximalen Wert erreichten. Labilitat des Spannungs- 
gleichgewichtes, die diese drtliche Konzentration der Verzerrungen verursachte, trat 
bei diesen Versuchen mit den Rohren dann ein, wenn P oder p ein Maximum erreichte 
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(ahnlich wie in Staben wihrend des einachsigen Zugversuches). Es sei auch hinzu- 
gefiigt, da es praktisch unméglich war, das Spannungsverhaltnis o,/o, nach Er- 
reichen dieses kritischen Punktes der Belastung auf seinem urspriinglichen konstanten 
Wert zu halten. 

Die Ebene des Anrisses der Hohlstiicke war ausnahmslos unter ungefahr 45° 
gegen eine der Hauptnormalspannungsebenen geneigt. Der Anrif war immer 
von der Art eines Gleitbruches. 

Infolge der Ungenauigkeiten der Bestimmung der Bruchflachen und der Shantiinaens 
bei denen sie sich trennen, ist eine exakte Ermittlung der effektiven Bruchspannungen 
zugegebenermaken sehr schwierig. Einige bei diesen Versuchen gemachte Beob- 
achtungen seien nun erwahnt. 

Wenn die effektiven gré8ten Schubspannungen t,, und t,, beim Bruch ver- 
glichen werden, dann zeigt sich folgendes: fiir die Spannungsverhaltnisse m, bei denen 
die Hohlzylinder in Umfangsrichtung aufreifen, 


n =o,/o, =0 0°500 0°750 0°762 
wird 
T= OOO) 55000 55 800 55000 Ib. per sq.in. 
(3972 3867 3923 3867 kg/em?), 


wahrend, wenn n groBer als 0°762 ist und das Rohr bei den Schubspannungen 1;, 
in axialer Richtung bricht, sich fiir 


ih. O70, = O10 0°800 0°875 1-000 2°000 co 
folgende t,,-Werte ergeben: 


Tj, =44100 41100 39700 41600 37700 38150]b. per sq.in. 
(3101 - 9890 1 2791 2025. S651... 2682 kefem?). 


Aus dem Vergleich dieser beiden Wertegruppen mu8 geschlossen werden, dai 
die Festigkeit des Stahles in den Gleitebenen parallel zur Achse der Rohrversuchs- 
stticke betrachtlich kleiner war, als in den unter einem Winkel von 45° zur Achse 
geneigten Gleitebenen. Der Mittelwert t,, = 40390 1b. per sq.in. (2840 kg/cm?) ist 
um 27% kleiner als der Mittelwert t,, = 55575 1b. per sq.in. (3907 kg/cm?), bei 
dem die Rohre in Umfangsrichtung brachen. Dieser Richtungseffekt der Schub- 
festigkeit wurde in einer zusitzlichen Serie von Kerbschlagversuchen, die mit kleinen 
Stében von quadratischen Querschnitten mit einer zentralen Kerbe nach Izod durch- 
gefiihrt wurden, bestatigt. Die eine Halfte dieser kleimen Proben wurde aus der 
urspriinglichen Rundstahlstange so herausgearbeitet, daB die zur Achse des Izod- 
Probestiickes senkrechte Ebene, welche die Kerbe enthalt, zur Stangenachse senkrecht 
stand. Bei der anderen Halfte waren die Ebenen der Kerbe parallel zur Achse der 
Stahlstange. Der Mittelwert der StoBenergie, die bei der ersten Gruppe der Kerb- 
proben aufgewendet werden mubBte, betrug 6°8ft.lb. (94 kgem) gegeniiber 5:1 
(70°5 kgem), den die zweite Gruppe ergab. Dies zeigte bei der zweiten Gruppe eine 
Verminderung der StoBfestigkeit um 25°%. Es gab keinen Zweifel, daB die in den 
statischen Versuchen bei zweiachsigen Spannungszustanden beobachtete Schubfestig- 
keit sich Ahnlich wie die ReiBfestigkeit bei den Kerbschlagversuchen verhielt. 
Obwohl zusatzlich gemachte Mikroaufnahmen keine Unterschiede im Aussehen der 
Kornstruktur in verschiedenen Schnitten zeigten, kann man vermuten, da 
wahrscheinlich submikroskopische LKinschliisse die Anisotropie der Bruchfestig- 
keit von gewalzten Stiicken verursachen, wobei sich diese Einschliisse von selbst in 
die Walzrichtung ausrichten. Ungeachtet dieses Einflusses der Anisotropie auf die 
Schubfestigkeit bei diesen zwei Versuchsgruppen darf man wohl annehmen, da8 bei 
isotropem Stahlmaterial die Schubfestigkeit eine Materialkonstante sei, die unab- 
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hangig von den zweiachsigen Spannungszustanden ist, bei denen das Material plastisch 
verformt wird. ; 

Die Verformungsenergie pro Volumseinheit, die man benétigt, um ein Stahl- 
element so weit zu verformen, daf es durch statischen Gleitbruch versagt, betragt 


W=5| to d7% (246) 
das ist gleich das */,fache der Flache unter der interpolierten ,,Verfestigungskurve* 
T) =f (Yo) in Abb. 59. Man sieht aus Abb. 59, daB diese Formanderungsenergie mit 
zunehmenden Spannungsverhiltnissen (n =o;,/o,) stark abnimmt. Wahrend man 
zur Verformung eines Materialelements beim einachsigen Zug eines Rohres (n = 0) 
bis zum Bruch eine bezogene Energie W = 66000 lb. per sq.in. (4640 kg/cm?) braucht, 
bricht ein von zwei gleich groBen Zugspannungen beanspruchtes Rohrelement (n = 1) 
schon bei einer Energie von W = 16140 (1135 
kg/cm?) und ein bei reinem Innendruck (n = 2) 
untersuchtes Rohr bei W = 5390 (379 kg/cm?). 
Uberraschend ist aber, daB ein durch reinen 
Zug in der Umfangsrichtung (n = oo) bean- 
spruchtes Rohrelement bei einer Energie 
W = 9570 (673 kg/cm?) bricht. 

Kine letzte Bemerkung sei tiber den ein- 
achsigen Zugversuch (n = 0) eines Hohlzylinders 
gemacht. Wie dem Verfasser scheint, hat diese 
Form eines Zugprobesttickes einen gewissen 
Vorteil vor dem tiblichen vollen Rundstab, weil 
sie eine exakte Ermittlung des Spannungs- 
zustandes bis zum Bruch gestattet. (Dasselbe 
kann von dem iiblichen Zugversuch mit einem 
Vollstab nicht behauptet werden.) Die rotations- Abb. 60. Spannungen an der Bruchgrenze 
symmetrische Spannungsverteilung, die in in einem auf Zug beanspruchten Rohr. 
solchen Staben aus einem bildsamen Material an 
der Einschniirungsstelle entsteht, erfordert namlich eine weitere Analyse, die auf der 
in den vorhergehenden Teilen dieses Berichtes besprochenen FlieBhypothese eines 
Metalles mit Verfestigung gegriindet werden mu8"’!. Wenn ein Hohlzylinder als 
Probekérper bei einem Zugversuch verwendet wird, ist eine genaue Bestimmung der 
mittleren Werte der Hauptnormalspannungen o, in der Tangentenrichtung der 
Mittelkurve eines Meridianschnittes der verformten Schale und der Hauptnormal- 
spannungen o, in der Umfangsrichtung méglich, ohne dafs man eine Hypothese ein- 
fiihren muB8. Man kann die zwei Hauptnormalspannungen o, und o, aus den rein 
statischen Gleichungen des Spannungsgleichgewichtes in einer rotationssymmetrischen 
Schale berechnen. Tats&chlich miissen sie im eingeschniirten Teil der Schale den 
beiden folgenden statischen Gleichungen geniigen (Abb. 60) 


RS) 


achslel 


Gq Cee ¢ 
Pa et 18 COS. X. (248) 


P ist die Zuglast, r der Halbmesser der mittleren Meridiankurve der Schale an der 
Einschniirungsstelle, h die Wandstirke, « der Neigungswinkel der Tangente der 


71 Bine auf einfachen Annahmen aufgebaute Berechnung der Spannungsverteilung im kleinsten 
Querschnitt der Einschniirungsstelle eines Rundstabes brachte Davidenkovy (siehe Anm. 59), 
wobei er einige vorher von E. Siebel: Werkstoffausschu8, S. 71, Berlin 1925, gemachte Vor- 
schlige benutzte. Siehe auch P. W. Bridgman: Stress Distribution at Neck of Tension Specimen. 
Trans. Amer. Soc. Metals 32, 553 (1944). 
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Meridiankurve gegen die Achse, r, der erste Hauptkriimmungshalbmesser der Schale 
oder Kriimmungshalbmesser der Meridiankurve (negativ, wenn der Kriimmungs- 
mittelpunkt auBerhalb der Schale liegt, wie im Bereich des kleinsten Querschnittes 
des eingeschniirten Teiles der Schale) und 7; der zweite Hauptkriimmungshalbmesser 
(stets positiv). Stellt man einen Langsschnitt der Einschniirungsstelle des Hohl- 
zylinders nach dem Bruch her, so kann man die verschiedenen Werte von 7, h, 1,, 
r, am Profilschnitt des Rohres messen. Im konkaven Teil der Einschniirung ist o; 
eine Zugspannung und in den beiden anschlieBenden konvexen Teilen eine Druck- 
spannung, die bald in den zylindrisch gebliebenen Teilen abklingt. 

Diese Einzelheiten zeigen, daB es nicht méglich ist, die Bedingung der Unverander- 
lichkeit des Verhaltnisses n = o,/0, bei zweiachsigen Versuchen mit bildsamen Metallen 
in den letzten Abschnitten des Versuches zu erfiillen. Obwohl das Verhaltnis n z. B. 
beim Zugversuch wahrend der Periode der gleichmaSigen Dehnung Null ist, ergibt 
sich, nachdem die Last P ihren Gré8twert erreicht hat, ein positives Verhaltnis 
” =0,/o, in den konkaven und ein negatives in den konvexen Teilen der Einschniirung. 

b) Durch das Versagen groBer Industriebehalter?? aus Stahl im Betrieb bei 
niederer Lufttemperatur ist bekannt geworden, da bildsamer Stahl von einer 
ahnlichen Zusammensetzung wie der 0°23 °-Kohlenstoffstahl, aus dem die rohrformigen 
Versuchsstiicke hergestellt waren, in folgenschwerem Mae unter  statischen 
Belastungen brechen kann. Die Bruchstiicke dieser DruckgefaBe zeigten gewodhnlich 
keine Anzeichen dafiir, daB sich die Bleche in der Nahe der Bruchflachen 
vor dem Bruch wesentlich bleibend verformt hatten, wie man es bei Blechen 
aus bildsamem Stahl unter rein statischen Belastungsbedingungen erwarten sollte. 
Im Gegenteil, die Bruchflachen zeigten das charakteristische ,,Fischgratenmuster“ — 
was gewohnlich als ,,spréder‘‘ Bruch bezeichnet wird — mit GleitflAchen in den 
Kristallkérnern, und um die Risse herum war kein Zeichen plastischen Verhaltens 
zu erkennen. 

In der Literatur findet man die Beschreibung ausgedehnter Versuche iiber Kerb- 
empfindlichkeit von Stahlen, dem Absinken der StoBenergie beim Versuch mit ge- 
kerbten Staben bei niederer Temperatur als Charakteristik fiir die Zusammensetzung 
der verwendeten Stahle, tiber die metallurgischen Veranderungen in der Struktur der 
Stahle in geschweiBten Zonen und iiber andere Ahnliche Einfliisse (Versprédung durch 
Wasserstoff) usw. Auf Grund der Ergebnisse dieser Versuche kann man erwarten, 
das einer oder mehrere dieser Faktoren gleichzeitig fiir einige dieser katastrophalen 
Behalterbriiche verantwortlich gewesen sind. 

Wir lassen vorlaufig weitere Erorterungen beziiglich dieser damit zusammen- 
hangenden Fragen, die spezieller Betrachtungen bediirfen, vollkommen beiseite und 
erwahnen einige weitere Versuche’*, die folgendes zum Ziele hatten: Bestimmung 
des Kinflusses der Kérperabmessungen bei Rohrversuchsstiicken (auf ihre Festigkeit 
und ihr plastisches Verhalten) und des Einflusses des aufgespeicherten Energiebetrages, 
der fiir die Ausbreitungsgeschwindigkeit eines Gleitbruches, sobald er sich unter 
statischem zweiachsigem Zugspannungszustand in bildsamem Material gebildet hat, 
verftigbar ist. 

In bezug auf die ersten Versuchsreihen kann man feststellen, daB die Ergebnisse 
fiir die drei GréBen von geometrisch ahnlichen Rohrversuchsstiicken, die bei Innen- 
druck mit n =o,/o, =2 und =oo gepriift wurden, vollkommen negativ waren. 
Die Hohlzylinder hatten die in Abb. 44* gezeigte Form in drei Gré8en: Innendurch- 


” A.L. Brown und J.B. Smith: Failure of Spherical Hydrogen Storage Tanks. Mech. 
Engng. 66, 392 (1944). 

* E, A. Davis: The Effect of Size and Stored Energy on the Fracture of Tabular Specimens. 
J. appl. Mechan. 216 (1948). 
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messer der MeSstrecke: 3/,, 11/, und 3” (19°05, 38°10 und 76:20 mm); die Wand- 
starke: 0°063, 0°105 bzw. 0°250’ (1:60, 2°67 bzw. 6°35 mm). Sie wurden aus einem 
Rundstab von 41/,'’ (107-95 mm) Durchmesser aus einem mit Silizium-Aluminium 
beruhigten mittleren Kohlenstoffstahl, der vorher bei 1650° F (900° C) zwei Stunden 
lang gegliiht worden war, herausgearbeitet; Zusammensetzung: C 0°23; Mn 0:47; 
Ph 0:011; S$ 0°042; Si 002%. Die Spannungs-Dehnungs-Linien, die man fiir die 
sechs Rohrversuchsstiicke dieser drei GréBen beobachtete, zeigten keine nennenswerten 
Abweichungen voneinander, noch waren die Bruchspannungen der kleinen, mittleren 
oder grofen Typen der Probekérper bei denselben Spannungsverhaltnissen n wesent- 
lich verschieden. 

Um Auskunft dariiber zu erhalten, ob der Betrag der aufgespeicherten Energie 
in der Druckflissigkeit einen Einflu8 auf die Bildung und den Typus der Bruchflache 
der Hohlzylinder hat, wurde eine Druckkammer in der Form eines langen, dickwandigen, 
nahtlosen Stahlrohres mit verschlossenen Enden fiir die Aufspeicherung zusiitzlicher 
Energie in der Druckfliissigkeit verwendet. Dieser Stahlzylinder hatte einen Innen- 
durchmesser von 31/,’’ (88°90 mm), einen AuSendurchmesser von 5” (127:00 mm) 
und eine Lange von 72’ (1842 mm). Bei der Halfte der Versuche waren die hohlen 
Probestiicke (es gab drei GréBen mit geometrisch ahnlichen Abmessungen, wie in 
den vorhergehenden Versuchsreihen tiber den Einflu8 der KorpergréBe) mit der 
Druckkammer des schweren nahtlosen Stahlrohres verbunden (Versuche mit hoch- 
gespeicherter Energie), wahrend bei der anderen Halfte der Versuche das nahtlose 
Rohr nicht verwendet wurde (Versuche mit geringer Energie). Bei den Versuchen 
mit groBer Energiemenge wurden der Speicherzylinder und das Probestiick mit Ol 
gefiillt und sodann zwei Atmospharen Stickstoff in den grofen Zylinder gepreBt. 
Die Betrage der in dem System aufgespeicherten Energie kénnen durch eine Ab- 
schatzung, wie sie sich aus einem Druck von 8500 lb. per sq.in. (598 kg/cm?) ergibt, 
beurteilt werden: 


Gespeicherte elastische Energie in den Stahlwanden der grofen 


PEG eae er es eh alin at ects ohare a kate Wn acaa er CRIN 400 (55) 
Im Ol der Druckkammer gespeicherte Energie ................ 6700 (926) 
Im Stickstoff der Druckkammer gespeicherte Energie.......... 13200 (1825) 


ft.lb. 20300 (2806 kgm) 


Der. gréBte Versuchszylinder mit 3’’ (76°20mm) Innendurchmesser bendétigt ver- 
gleichsweise etwa 2500 ft.lb. (346kgm), der mittlere 1/; und das kleinste Probe- 
stiick 1/,, dieser letzteren Energie. 

Das ungiinstigste Verhaltnis der in der Druckfliissigkeit verfiigbaren gré8ten 
Energie zu der im Probestiick verbrauchten mu sich daher dann ergeben, wenn das 
kleinste Stiick mit 3/,° (19°05 mm) Innenrohrdurchmesser mit der Druckkammer 
verbunden ist; die Bedingungen wiirden fiir die Probestiicke mittlerer GréBe weniger 
ungiinstig sein und die geringste Wirkung — wenn es iiberhaupt eine gabe — sollte 
man beim Versuch mit der groBten Type der Hohlzylinder erwarten. Durch die 
Versuche wurde dies bestatigt. 

Bis zum Auftreten des ersten Risses nach der plastischen Deformation des Probe- 
stiickes konnte man keine Wirkung erwarten. Eine Uberpriifung der gebrochenen 
Probestiicke zeigte, daB alle drei Typen mit einem kurzen Gleitbruch in einer ahnlichen 
Art wie bei den ersten Versuchsserien zu brechen begannen. Nach dem Beginn des 
ersten Gleitbruches war indessen die Spannungskonzentration an den fortschreitenden 
scharfen Randern geniigend stark, den Charakter der gesamten Brucherscheinung 
infolge des hohen Standes, auf dem der Fliissigkeitsdruck durch die in der Flissigkeit 
verfiigbaren Enezgie blieb, zu veraindern. Dies sieht man auf den Photographien der 
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gebrochenen Zylinder in Abb. 61*, 62*, 63, 64*, (Tafel 2* und 3*). Wahrend alle Risse 
mit verhiltnismaBig kurzen, schragen Gleitbriichen begannen, verwandelten sie sich 
bald in zu den Rohroberflachen senkrechten Bruchflachen und zeigten glattes, fein- 
korniges Aussehen (Trennbruch) und im Falle der groBen Zylinder an einigen Stellen 
ein lokal sehr schon entwickeltes Fischgratenmuster, wie man es in den vergréBerten 
Ansichten der Bruchflachen sehen kann (Abb. 65 und 66). Der urspriingliche 


Abb. 63. Gebrochenes Rohr der gré8ten Type. Urspriinglicher Innendurchmesser 3” (76°20 mm), 
Wandstiirke 0°25’’ (6°35 mm). Versuch mit hoher Energie. n = 2. 


Innendurchmesser war 3’’ (76°20 mm) und die Wandstarke 0°25’’ (6°35 mm). Die 
untere Ansicht zeigt den mittleren Teil der Bruchflachen des auch in Abb. 63 dar- 
gestellten Probekérpers (x = 2). Die obere Ansicht zeigt dieselbe Bruchflache in zwei 
Halften, deren jede von der Seite beleuchtet und getrennt photographiert wurde”. 

Die letzte Versuchsserie zeigt, daB die Geschwindigkeit, mit der sich ein Bruch 
ausbildet oder nach der Bildung fortschreitet, wenn die Last kiinstlich daran gehindert 


Abb. 65. Bruch mit Fischgratenmuster eines Rohres der gré8ten Type. 


“ Nachtragliche Bemerkung des Verfassers beim Lesen der Ubersetzung: Alfons Leon n 
Wien gebihrt das besondere Verdienst, schon vor Jahren ausdricklich darauf hingewiesen zu 
haben, da die Trennungsbriiche neben den Gleitbriichen sich in die Darstellung der Mohrschen 
Umhillenden eingliedern — entgegen mehrfach geiuferten gegenteiligen friiheren Ansichten —, 
wenn die Umhiillende in der Weise bis zur o-Achse verlingert wird, da® sie diese Achse senk- 
recht schneidet. Verfasser bedauert sehr, da& ihm die grundlegenden Arbeiten Leons iiber 
diesen Gegenstand zur Zeit der Abfassung des Manuskriptes im Herbst 1946 nicht zur Verfiigung 
standen. Man vergleiche A. Leon: Uber das Maf[ der Anstrengung bei Beton. Ingenieur- 
Arch, 4, 421 (1933). Uber das Maf der Anstrengung bei Guf®eisen. Mitt. techn. Versuchsamtes 22 
(1933); Proc. 4 Intern. Congress for Applied Mechanics, Cambridge, England, 1934. Uber die 
Rolle des Trennungsbruches im Rahmen der Mohrschen Anstrengungshypothese. Bauing. 15, 
H. 31/32 (1934). — Ferner L. Rendulic: Bauing. 19, 159 (1938); sowie weitere Ausfihrungen 
hierzu von C. Torre: Uber den plastischen Kérper von Prandtl, usw. Osterr. Ingenieur-Arch. 1, 
36 (1946) und Einflu8 der mittleren Hauptnormalspannung auf die FlieB- und Bruchgrenze. 
Osterr. Ingenieur-Arch. 1, 316 (1946). East Pittsburgh, 18. Jan. 1949. Der Verfasser. 
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wird abzunehmen, den langsam sich entwickelnden Gleitbruch (der sich vornehmlich 
entlang einer durch die vorhergehende plastische Verformung am meisten geschwachten 
Gleitebene bildet) in einen glatten Trennbruch oder Fischgratenbruch verwandeln 
kann. Eine interessante, von Davis beobachtete Einzelheit sieht man in Abb. 66. 
Die Rohrwand begann an der Innenseite des Zylinders spréde zu brechen (die Spannun- 
gen an der Innenseite des Zylinders mégen héher als auBen gewesen sein), doch wurde 
dieser Bruch wahrscheinlich verlangsamt und verwandelte sich wahrend der spateren 
Bruchperiode in einen Gleitbruch. 

In dieser Beziehung seien einige interessante Messungen der Ausbreitungs- 
geschwindigkeit von Trennbriichen in Stahl erwahnt; sie wurden jiingst bei Model 
Basin in Washington von Greenfield und Hudson” durchgefiihrt. Sie ermittel- 
ten die Geschwindigkeit, mit der solche Risse Flach- 
stabe tiberquerten, indem sie diinne Drahte quer zur 
Bruchlinie des Stahlstabes spannten — die Drahte 
wurden zerrissen, wenn der fiihrende Bruchrand sie 
trennte —, elektrischen Strom durch sie hindurch- 
schickten und zur Messung in Kathodenstrahl-Oszillo- 
graphen verwendeten. Sie fanden bei Zimmertemperatur 
Werte, die ungefahr ein Fiinftel der Geschwindigkeit 41) 66. Verschiebungs- und 
einer elastischen Transversalwelle waren. Man kénnte Trennbruch. 
annehmen, da8 die plastische Formanderung im Stahl 
in einem kleinen, aber endlichen Bereich um den fiihrenden Bruchrand, durch welche die 
hohe elastische Spannungskonzentration értlich abgebaut wird, etwas mit der Ver- 
langsamung der Ausbreitungsgeschwindigkeit der elastischen Stérung, die in einem 
vorhandenen Spannungsfeld durch einen wachsenden Rif verursacht wird, zu tun hat. 

Durch unmittelbare Beobachtung mit dem blofen Auge kann man sehen, da 
die Geschwindigkeit, mit der sich die Gleitbriiche z. B. eines in einer Zugmaschine 
gepriiften Flachstabes bilden, offenbar von mehrfach kleinerer GréSenordnung sind. 


24. Ausbreitung des FlieBbereiches in einem Stab aus einem Material 
mit ausgepragter FlieBgrenze. Spannungsstérungen in der Nahe der 
Gleitflachen. 


Es ist schon viel iiber das eigentiimliche Verhalten von Stahlen mit geringem 
Kohlenstoffgehalt beim Beginn des FlieBens im Zugversuch geschrieben worden. 
Eine vollkommene Erklairung fiir die obere und untere FlieB8grenze und dhnliche, 
bei einigen anderen Metallen beobachtete Erscheinungen ist bisher noch nicht ge- 
funden worden. Eine Kombination verschiedener Umstinde scheint zu dieser Higen- 
artigkeit beizutragen. Sie sind zum Teil metallurgischer, zum Teil mechanischer 
Natur. Es ist wohlbekannt, da8 alterungsfahige Metalle — d. h. fahig zu einer Ver- 
gréBerung ihres inneren Widerstandes gegen plastische Verformung, nachdem sie 
ein wenig gereckt und maBig erhéhten Temperaturen ausgesetzt worden sind — 
steile Maxima in ihren Spannungs-Dehnungs-Kurven fiir Zug zeigen. Unter den 
mechanischen Faktoren haben die Streckgeschwindigkeit, die Elastizitat und Type 
der verwendeten Priifmaschine, die Gestalt der Probekérper usw., wie man gefunden 
hat, Einflu8 auf die Spannungs-Dehnungs-Kurve nach Erreichen der FlieBgrenze’®. 


75 M. Greenfield und G. E. Hudson: Proc. nat. Acad. Sci. USA 31, 150 (1945); Physic. 
Rev. 1947. * 

76 CG. F. Elam: Proce. Roy. Soc. (London) 165, 568 (1938). — J. Winlock und R. W. E. 
Leiter: Some Factors Affecting Plastic Deformation of Sheet and Strip Steel and their Relation 
to Deep Drawing Properties. Trans. Amer. Soc. Metals 25, 163 (1937). Some Observations of 
Yield Point of Low-Carbon Steel. Trans. Amer. Soc. mechan. Engr. 61, Nre 7,581 4¢1939).. —— 
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Es ist auch vermutet worden, da8 der Lastabfall beim Versuch mit weichem Stahl 
vielleicht durch den plétzlichen Zusammenbruch eines harten Geriistes oder Skelettes, 
das die weichen Ferritkérner eines Stahles mit geringem Kohlenstoffgehalt an den 
Korngrenzen umgibt, verursacht wird. Man nimmt an, daf der Lastabfall von der 
oberen zur unteren FlieBgrenze den Augenblick angibt, in dem die Korngrenzen 
plotzlich nachzugeben beginnen. Einige metallographische Beobachtungen stiitzen 
diesen Standpunkt. 

Der Verfasser wurde auf ein interessantes Beispiel einer vollkommen anderen 
Materialart, in deren inneren Struktur auch eine plotzliche Anderung unter einer 
ganz bestimmten Last eintritt, aufmerksam, als 1938 die Dehnung diinner _Nylon- 
faden untersucht wurde. Man fand, da sie bei Zug in einer den Staben aus weichem 

- Stahl sehr ahnlichen Art zu flieBen be- 
ginnen. Eine Nylonsorte, in der die langen 
Molekiilketten wahllos angeordnet sind, 
zeigte dieses Verhalten. Wenn die Last 
gesteigert wird, bildet sich bei einer be- 
stimmten Laststufe plotzlich eine tiefe Hin- 
schniirung aus. Aus Réntgenuntersuchun- 
gen der Du Pont Company ist bekannt, 
nical daB sich die Nylonmolekiile an der einge- 

+ Arbeiis- 


ae ae 
ets schnirten Stelle eines Fadens in Richtungen 
parallel zur Achse der Faser orientieren. Die 
Ss tiberraschendste Tatsache war die sehr 
: groBe ,,FlieBlange“, die an diesen Faden 

y 


: 1 zu beobachten war. Beim Anwachsen der 
ah Ee \plastisch elastisc, ‘Lange der Einschniirung, wahrend ihre bei- 
den Enden sich in entgegengesetzten Rich- 
tungen (wie zwei kongruente Wellenfronten) 
Abb. 67. ,,Arbeitslange“ eines Stabes an der mit niederer Geschwindigkeit langs des 
FlieSgrenze. Fadens bewegen, bleibt die Last unveran- 
dert und es ergibt sich in dem Teil der 
Faser mit der neuorientierten Molekularstruktur eine mittlere Dehnung von 200 
bis 300%. Die FlieBlainge und die Spannungs-Dehnungs-Kurven von Nylon hat 
ferner Miklowitz’’ fiir das National Defence Research Committee untersucht. 
Obwohl die molekularen Mechanismen, welche die Unstetigkeit der Spannungs- 
Dehnungs-Kurve an der FlieBgrenze in diesen beiden Materialien verursachen, sehr 
verschieden sind, scheint es von Interesse, ihr mechanisches Verhalten an der FlieB- 
grenze zu vergleichen. Hochpolymerisierte Stoffe, wie z. B. Nylon, verformen sich 
bei héheren Spannungen, wenn sie mit gréBeren Geschwindigkeiten gedehnt werden. 
Wir bezeichnen mit A die Flache des Querschnittes, mit « die Dehnung, mit o die 
Spannung in der Entfernung x im Faden, mit o, die Spannung in der urspriinglichen 
Flache Ay und mit P, =o, A, die Last, unter der sich die symmetrisch ausgebildete 
Einschniirung (Abb. 67) voll entwickelt hat. (Vermutlich beginnt sich die Hin- 
schniirung bei einer kleineren Last auszubilden. Bevor o, erreicht ist, mu8 die 
Spannungs-Dehnungs-Kurve allmahlich von ihrem geraden, den elastischen Dehnungen 
entsprechenden Teil abweichen.) Im eingeschniirten Teil wachst die effektive 


E. Siebel, 8. Schwaigerer, A. Krisch und H. Esser: Arch. Eisenhiittenwes. 11, 319 (1938), — 

G. Welter: Metallurgia, Manchester 13, 183 (1936). — G. Welter und Gockowski: Metallurgia, 

Manchester 18, 99 (1938). 

a ” J. Miklowitz: O. 8S. R. D. 1944, Report No. 3864, Division 2 (veroffentlicht in J. Colloid 
Cl.). 
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Spannung o unter der Last P, =o, Ay gegen den Minimalquerschnitt A, hin auf 
den Wert o, und es gilt: 


Ppapdy =A = 0, AZ (249) 


Die halbe Lange der voll ausgebildeten Einschniirung mége die ,,Arbeitslinge“ | 
des Fadens genannt werden. Wenn die Gesamtlange des Fadens stetig weiter zu- 
nimmt, bleibt die Last ungefihr auf dem konstanten Wert P,, wahrend neue Teile 
der Faser in den Flie8zustand kommen und sich ihre Struktur aus einer wahllosen 
in eine orientierte verwandelt. Einen spiteren Zustand des Dehnungsvorganges 
zeigt die untere Skizze der Abb. 67. 


. . 4 4 
Weil sich das Volumen wiahrend des Ce, TTY Wea 
Dehnens nicht andert, gilt y 
v=870 In. per sek. 
A (1 + «) =A, (1 + &,) =Ap. (250) . yy, (v.=th,7om/sek} 
8 FZ 
Auf diese Weise entspricht jedem Schnitt A wig eS / 
am Ubergang zur Einschntirung und jeder Sy | “400+ 000 
we : : . SS WEW HO 
drtlichen Dehnung « eine effektive Span- SS gl 
ns a 
nung o —— v=GO298 (QOS) 
N 
12 B R W557 
=” =" (1 +s) — a, (1 +2) (251) 7S } 
‘Aggies As 8 i 
. . . . ~ wa vs 
und somit mu8 o eine (lineare) Funktion R he as HA (2,05) 
der 6rtlichen Dehnungen « in der ,, Arbeits- g pap fe 
lange“‘ J sein. Dies erinnert an die Ver- ; F-40098 40751) 
* 2 ; 4 f $:) 
festigung eines bildsamen Metalles. Die 367 Flere Vz Fie 
tatsachlichen Verhaltnisse sind allerdings | or ai Pais 
komplizierter, wenn man auch die Ab- SR vps (90107) Ae, 
hangigkeit der effektiven Spannungen von NS (62, = —<— es —— 
den Dehnungsgeschwindigkeiten beriick- S SS , cg pene! / 
. . - . . . S 4 4 
sichtigt. Wahrend die beiden Arbeits- oe 
langen J sich langs der Faser wie zwei *SS imate 3 y 
mittlere Ubliche Dehnung & 


Wellen in entgegengesetzten Richtungen 


bewegen, miissen jene Teile, die noch 
pee J : technische Spannungs-Dehnungs-Beziehungen 


nicht flieBen, ebenso are die bereits bei verschiedenen Dehnungsgeschwindigkeiten 
plastisch gewordenen weiter an Lange * yon Nylon-Faden. 


zunehmen und ihre Querschnitte um 
kleine zusdtzliche Betrage infolge des ,,zihen“ Verhaltens von Nylon zusammen- 
ziehen. Dies wird bei den Zugversuchen mit sehr geringen Geschwindigkeiten deut- 
licher sichtbar und hat die Wirkung, daB sich das Profil der langs des Fadens bewegen- 
den plastischen Welle mehr und mehr in die Lange dehnt, je langer der Versuch 
dauert. Infolge der Zahigkeit des Materials kann die Last P, nicht konstant bleiben, 
sondern mu8 ein wenig abnehmen, weil die ,,;wahren“ drtlichen Dehnungsgeschwindig- 
keiten allmahlich abnehmen, wenn die zwei Enden des Fadens — wie man bei diesen 
Versuchen annimmt — mit einer konstanten Geschwindigkeit gegenseitig auseinander 
bewegt werden. Die Lange der Faser vergréBert sich auf das Zwei- bis Dreifache. 
Einige dieser Einzelheiten kann man aus der Abb. 68*, Tafel 4*, und den photo- 
graphischen Reproduktionen einiger anderer Nylonfaden nach Zugversuchen, die in 
Zwischenstadien der ,,FlieBverlangerung‘‘ unterbrochen wurden, ersehen. Die Geschwin- 
digkeiten, mit denen die Enden dieser Faden bewegt wurden, sind unterhalb der Ab- 
bildungen angegeben. In Abb. 69 ist die beobachtete Last P als Funktion der ge- 
samten (scheinbaren) oder mittleren tiblichen Dehnung « im unteren Teil der Ab- 
bildung aufgetragen. Der obere Teil der Abbildung zeigt die Kurven der effektiven 


Abb. 69. Wahre Spannungen und entsprechende 
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Spannungen o als Funktion der iiblichen (mittleren) Dehnungen « fiir einige Dehn- 
geschwindigkeiten. Die diinnen strichlierten Geraden, die strahlenférmig von einem 
Punkt O in der Entfernung ¢« = — 1 links vom Ursprung im oberen Teil der Ab- 
bildung (Abb. 69) ausgehen, sind effektive Spannungs-Dehnungs-Linien, die man 
aus dem Gesamtwert der beobachteten FlieBverlangerung von vier weiteren Nylon- 
faden berechnete. 

Aus den Versuchen von Winlock und Leiter’ ist bekannt, daB die Lange 
des horizontalen Teiles der Spannungs-Dehnungs-Linie eines weichen Stahles oder 
seine FlieBlange mit der Streckgeschwindigkeit beachtlich zunimmt. Es ist interessant, 
dieses Verhalten des Stahles mit dem von Nylon zu vergleichen. Man sieht aus Abb. 69, 
daB dies in viel ausgepragterer Art fiir Nylon zutrifft, das eine FlieBlange in der 
GréBenordnung von 100 bis 300%, hundertmal so groB wie bei Stahl, zeigt. 

Man kann aus Abb. 69 erkennen, da8 sich an Stelle eines horizontalen Teiles 
bei den zwei Kurven o, =f (e), die den gréBten Dehngeschwindigkeiten entsprechen, 
zwei deutlich waagrechte Teile zeigen; ebenso daf diese beiden Teile, die sich wahrend 
des Versuches spater entwickelten, naher der Achse der Verzerrungen liegen als die 
ersten. Der Grund dieser unerwarteten Anomalie war bald gefunden, nachdem man 
festgestellt hatte, daB in diesen beiden letzteren Fallen sich nicht eine, sondern zwei 
deutliche Einschniirungen in der gedehnten Faser gebildet hatten. Da bei Nylon 
die’ Dehngeschwindigkeit von groBem EinfluB ist, sank die FlieBlast, nachdem sich 
die zweite Einschniirung gebildet hatte, weil in ihr zwei neue Arbeitslangen dazu- 
gekommen waren und sich die Dehngeschwindigkeit in jeder der vier Arbeitslaingen / 
folglich auf die Halfte ihres urspriinglichen Wertes verringerte. Doppeleinschniirungen 
mogen in UngleichmaBigkeiten des Querschnittes oder den Eigenschaften der Faser 
begriindet sein. 

Wahrend sich bei weichem Stahl dieselben Spannungs-Dehnungs-Kurven nach 
Beendigung des FlieBens, und nachdem sich der Stab wieder gleichférmig dehnt, 
ergeben, erscheinen bemerkenswerterweise die steil geneigten Teile der Spannungs- 
Dehnungs-Kurven, die das Verhalten von Nylon nach Neuorientierung seiner 
molekularen Struktur wiedergeben, in der Abb. 69 nach rechts verschoben. Damit 
werden die Vorstellungen widerlegt, die — zumindest fiir Stahl — besagten, daB das 
, FlieBphanomen™ eine voriibergehende Stérung sei, die nur den vorderen Teil der 
Kurve verandere. 

Die Abhangigkeit der Flie8spannungen des Nylons von den Dehngeschwindig- 
keiten kann man (Abb. 70*) in einem halblogarithmischen Diagramm darstellen. 
Waren diese Kurven gerade Linien, so wiirde dies beweisen, daB fiir Nylon auch 
ein logarithmisches Geschwindigkeitsgesetz wie fiir Metalle giiltig ist; in erster An- 
naherung kénnte man es annehmen. 

Es ergab sich eine andere auffallende Tatsache (Abb. 68*), da& namlich die 
Arbeitslange / mit zunehmender Dehngeschwindigkeit abnimmt. Je schneller die 
Faden gedehnt werden, um so scharfer ist die EKinschniirung in der fortschreitenden 
plastischen Front und um so gréfSer ist die Flachenverminderung in der Zone, in 
der das FlieBen aufgehort hat. Mit anderen Worten, wenn geniigend groBe Spannungen 
zur Kinleitung des inneren Prozesses der Umlagerung und Neuorientierung der Molekiil- 
ketten vorhanden sind, wird dieser Vorgang beginnen — um so ausgepragter, je groBer 
die Dehngeschwindigkeiten sind, welche die zum Auseinanderziehen der Molekiil- 
ketten erforderlichen Spannungen erhéhen. 

Man ware versucht, ahnliche Schlu8folgerungen auch fiir Stahl zu ziehen. Je 
gréBer die Dehngeschwindigkeiten in einem Stahlstab sind, um so héher miiBten die 
Spannungen innerhalb der kurzen Arbeitslinge sein, und je hoher die Spannungen, 
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um so mehr miiSte der Stahl, als Metall mit Verfestigung, gestreckt werden, d. h. um 
so gréBer miiBte seine FlieBlange werden. Im Gegensatz zu Nylon nimmt die Arbeits- 
lange / bei Stahlstaben — wie nachstehend gezeigt wird — fiir gréBere Zuggeschwindig- 
keiten zu. 

Es besteht jedoch ein wesentlicher Unterschied in der Art des Eintrittes des 
Flie8zustandes zwischen weichem Stahl und einem weichen plastischen Stoff, wie 
Nylon, was nicht tibersehen werden darf. Der Elastizitatsmodul von Stahl ist im 
Vergleich zu seiner FlieBspannung o, tausendmal gréBer. Als Folge davon ist die 
Form des FlieBbereiches bei Nylon von der eines harten Stahlstabes ziemlich ver- 
schieden. Die FlieBlange bei Stahl ist von der GroSenordnung einiger Prozente. 
Wenn ein Stahlstab beim Zugversuch iiber einen Normalschnitt eines kleinen Bereiches, 
bei z. B. 6% bleibender axialer Dehnung zu flieBen beginnt, dann sollte sich dieser 
Bereich in der Querrichtung gleichformig um 3% (¢ = 0°03) zusammenziehen. Die 
anschlieBenden elastischen Teile des Stahlstabes verhindern eine solche Quer- 
kontraktion, weil sie sich bei Belastung mit derselben rein einachsigen Zugspannung 
[o) = 30000 lb. per sq.in. (2110 kg/em?)] in der Querrichtung um 0°0003 zusammen- 
ziehen, was nur ein Hundertstel der ersteren Querdehnung ist. 

Der Eintritt plastischer Verzerrungen — bei Zug — von einigen Prozent in den 
Kernen aus weicherem Material, die eben zu flieBen beginnen, mu8 verzégert werden, 
weil diese Elemente von elastischem Material umgeben sind, das vorerst diesen Ver- 
zerrungen noch nicht nachgeben kann. Auf diese Weise kann sich in glatten zylindri- 
schen Stiben, wenn die Probestibe einen sehr allmahlichen Ubergang von der 
zylindrischen Strecke zu den beiden Stabképfen haben, ein labiles Gleichgewicht 
entwickeln (wenn keine zusatzlichen Spannungskonzentrationen vorhanden sind). 
Nachdem die gleichmaBige Beanspruchung weiter zugenommen hat, kann schlieBlich 
ein Wert erreicht werden, bei dem eine andere Art der Formanderung méglich ist, 
namlich das FlieBen in schragen, in der Richtung der Hauptschubspannungsebenen 
liegenden Schichten (in den ,,Liidersschen“ oder Gleitebenen) — wie die Versuche 
zeigen. In einer diinnen, nach diesen Richtungen orientierten Materialschicht, die 
gerade an der FlieBgrenze befindliche Elemente enthalt, ist eine andere Art der 
Formanderung geometrisch moéglich und entwickelt sich tatsachlich zumindest zeit- 
weilig wahrend eines kurzen FlieBimpulses. Es ist ein Zustand einer endlichen ein- 
fachen Schiebung, d. h. ein ebener Verzerrungszustand. Ein derartiges diskontinuier- 
liches FlieBen durch einfache Schiebung in einer diinnen Schicht aus plastisch ge- 
wordenem Material tritt ein — obwohl es eine gréfere Last als das normale, voll 
ausgebildete, gleichformige FlieBen bei reinem Zug erfordert —, wenn die Spannungen 
entsprechend gro8 geworden sind. 

Es ist das Verdienst der hollandischen Ingenieure Bijlaard’”® und van Iterson*° 
gezeigt zu haben, dai die geometrischen und kinematischen Randbedingungen be- 
ziiglich der Verzerrungen in den zwei parallelen, eine FlieBschicht begrenzenden 
Ebenen, in denen sich gréBere bleibende Verzerrungen dieser Art gebildet haben, 
ohne weiteres erfiillt werden kénnen — sowohl in den anschlieBenden elastischen, 
am FlieBen noch nicht teilnehmenden Teilen des Stabes, als auch in der plastisch 
gewordenen Schicht selbst. aia 

Die beiden anschlieBenden elastischen Teile des Stabes miissen sich in der Quer- 
richtung nicht zusammenziehen, um die Entstehung dieses ebenen Verzerrungs- 


79 P,P. Bijlaard: Theorie of Local Plastic Deformations in Structural Steel. Inst. Techn. 
Bandoeng, Java — De Ingenieur in Ned. Indie Nr. 8, 129 (1940). Abh. der. I. V. B. H. (Ziirich) 
6, 27 (1940/41). 4 é. 

80 Ff. K. Th. van Iterson: Traité de plasticité pour Vingénieur, 8.130. Liége und Paris. 
1944, — Inzwischen auch in englischer Sprache erschienen, in Glasgow. 
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zustandes zu erméglichen. Sie werden bestimmte Schubkrafte nach auBen in radialer 
Richtung in den beiden schragen, elliptischen ebenen Schnitten austiben, welche die 
diinne Schicht begrenzen, sobald sich in ihr das plastische Gleichgewicht einzustellen 
beginnt. Wenn die resultierende axiale Zugkraft im Stab die erforderliche GroBe 
erreicht hat, wird die Schicht durch einen plotzlich auftretenden Zustand einfacher 
Schiebung verformt. Dieser einfachen Schiebung ist indessen ein dreiachsiger Zustand 
einer mittleren Zugspannung tiberlagert. Es seien oj, o, 0; die Hauptnormalspannungen 
in der diinnen plastischen Schicht gerade am Gleitbeginn, ¢, =0 und e, =0 die 
plastischen Verzerrungen in der Gleitrichtung und senkrecht auf die Gleitebene. 
Die dritte Dehnung «, ist eine Hauptdehnung und fiir diesen ebenen Verzerrungs- 
zustand ebenfalls Null («, = ¢, = 0). 

Entsprechend den plastischen Spannungs-Dehnungs-Beziehungen Gl. (118) miissen 
die beiden Normalspannungen o, und o, einander gleich sein, weil ¢, =«, =e, =0. 
Aus Gl. (118) 


e, = ® (6, — "25 4 6 (0, —9,) =0 (252) 


sehen wir, dafs die Hauptnormalspannung o, =o; =o, auch gleich o, sein muB. 
Ahnlich folgt aus dem Mohrschen Spannungskreis fiir die Schubspannung 1, ,, in 
der unter einem Winkel von 45° zur Stabachse geneigten Gleitebene, daB t,, =o, 


also gleich o, sein muB. Daher sind die Hauptnormalspannungen in der plastischen 
Schicht 


Op So, HE ty oy Se Se oy aoe (252a) 
Aus der FlieBbedingung Gl. (132) folgt dann 
(Gy:—-02)? se (Og = 63)? tb (Gg .6y)7 = 6 Tay = 209 (252b) 
oder 
wees (252c) 
oe c 


Die axiale Zug- (oder Druck-) Spannung o =27,, in den elastischen Teilen des 
Stabes, die den beiden in der Ebene der schriigen Gleitschicht wirkenden Kompo- 
nenten o, und t,, Gleichgewicht halt, betragt 

C= 2 Tay == 2 Ooll o = 1 On om. (252d) 

Bei auf Zug gepriiften Vollkorpern — wie z. B. runde oder quadratische Stibe — 
sollte eine ,,obere“‘ FlieBgrenze 16% tiber der ,,unteren“ FlieBgrenze o, beobachtet 
werden. Bei der letzteren tritt dann bei Zug ein freies, normales FlieBen ein, und 
zwar nachdem eine geniigende Lange des Stabes in der Nahe der Gleitschicht plastisch 
geworden ist. So sehen wir, da sich wahrend des ersten FlieBens in einer diinnen 
FlieBschicht ein ebener Zustand einfacher Schiebung t,, = do/\//3 entwickelt, dem 
allseitig gleicher Zug von der Gro8e o,/|/3 iiberlagert ist. 

Nach Bildung des Gleitstreifens andert sich der Spannungszustand bald. Das 
Metall in der plastischen Schicht wird radial gezogen (bei einachsigem Zug) oder 
in radialer Richtung hinausgedriickt (bei einachsigem Druck) und verhalt sich ahnlich 
wie eine Schicht zihen Materials zwischen zwei starren Platten. Diese Art des FlieBens 
erscheint in einigen fritheren Beobachtungen des Verfassers, die an Liidersschen 
Linien auf der Oberflaiche von vollen Zug- oder Druckversuchsstiicken in den steil 
geneigten Teilen solcher Streifen gemacht wurden. (Beziiglich der Einzelheiten siehe 
die in Abb. 73* und 74*, Tafel 5*, abgebildeten Photographien von Druckversuchen 
mit weichem Stahl und mit einem Prisma aus hartem Kupfer, das zur Einleitung 
der Flie8schichtbildung in der Mitte ein Loch hatte. Die Aufnahmen wurden mit 
einer Beleuchtung nach der Schlierenmethode gemacht. Die Mitte des geneigten 
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Streifens erscheint erhaben als Grat, wahrend sie beim Zugversuch als sanfte Rinne 
und Vertiefung erscheint.) 

Die nachfolgenden Stadien der Ausweitung des Gleitstreifens miissen auch durch 
die Verfestigung des Stahles zusammen mit der FlieBlange und mit der Bildung der 
sog. ,,Arbeitslange“ beeinfluBt werden®?. 

Die Verhaltnisse bei der Bildung derartiger 
Gleitstreifen sind in Wirklichkeit nicht so einfach, 
wie sie beschrieben wurden, weil im elastischen 
Material entlang des Umfanges (Ellipse), nach dem 
die Schicht der ebenen einfachen Schiebung die 
zylindrische Oberflache eines Rundstabes (z. B.) 
schneidet, eine Stérung des Spannungszustandes 
in den anschlieBenden elastischen Teil des Stabes 
entstehen und wahrscheinlich auch eine Abweichung 
vom Zustand der einfachen Schiebung in der 
plastisch verformten Schicht selbst auftreten muB. 

Man sieht anderseits, daB als Folge des Last- 
abfalles von der oberen zur unteren FlieBgrenze 
bei weichem Stahl wahrend des weiteren Wachsens 
der plastischen Zone ein bedeutend kleinerer Wert 
der mittleren Spannung als zu Beginn der Bildung 
der plastischen Schicht vorhanden ist. Die oben 
gegebene Erklarung kann fiir die weitere Aus- 
breitung der plastischen Zone nur dann stimmen, 
wenn innerhalb der den plastischen Bereich be- 
erenzenden Oberflache stellenweise héhere Span- 
nungen angenommen werden. 

Die Stérung in einem elastischen Material, in 
dem sich gerade ein plastischer Bereich gebildet 
hat, wurde von Taylor®? analysiert, der annahm, 
daB eine weiche oder schwachere Stelle in einem 
homogenen Spannungsfeld, die gerade zu flieBen 
beginnt, in der Gestalt einer kleinen ,,fliissigen“ 
Kugel oder eines elliptischen Zylinders auftritt. Er E 
hat sehr interessante SchluBfolgerungen beziiglich pp. 71 und 72. Gummibinder zur 


Darstellung der ,,Arbeitslangen“ in 
einem teilweise flieBenden Stab. 


81 In den flieBenden Teilen eines Zugstabes konnen 
spiter teilweise Biegespannungen auftreten, weil die plasti- 
schen Bereiche unter einem Winkel (notwendigerweise 
nicht 45°) zur Stabachse geneigt sind. Diese Verhaltnisse kann man mittels zweier in Abb. 71 und 72 
gezeigter Gummibander darstellen. Sie wurden zwischen Holzplatten eingespannt und um kleine 
Betrage gedehnt. Die schragen Rander der Holzplatten sind als die Begrenzung des plastischen 
Bereiches angenommen und die von den Holzplatten bedeckten Teile des Gummibandes sollen 
die elastischen Teile des Stabes darstellen. In Abb. 71 sind die beiden Bereichsgrenzen parallel 
angenommen, in Abb. 72 unter demselben Winkel von 45°, aber in entgegengesetzten Richtungen 
geneigt. Diese zwei Gummimodelle veranschaulichen qualitativ den Zustand plastischer Ver- 
zerrung innerhalb der Arbeitslange flacher Probekérper in der Nahe der plastischen Bereichs- 
grenzen, die durch die Rander der Holzplatten dargestellt sind. In einer bestimmten Entfernung 
von den Randern ist der plastische Verzerrungszustand eine einachsige Dehnung ¢«, mit einer 
Querkontraktion «, = ¢; = — €,/2, wabrend langs der Rander ein ebener Verzerrungszustand 
vorherrschend ist. 

8 Fehler in einem Material, das infolge von Schubspannungen flieSt, wahrend es seine 
, Volumselastizitat’’ behalt. Vgl. G. I. Taylor: Faults in a Material which Yields to Shear Stress 
while Retaining its Volume Elasticity. Proc. Roy. Soc. (London), Ser. A 145, 1 (1934). Theory 
of Dislocations. Proc. Roy. Soc. (London), Ser. A 145, 362, 388 (1934). 
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der Frage gezogen, in welcher Art und Weise ein Kern dieser angenommenen Gestalt 
weiterhin entweder die plastische Formanderung in das umgebende elastische Material 
verbreitet oder einen Bruch einleitet. Der Verfasser®* hat einen ahnlichen Fall fiir 
die Torsion eines Rundstabes untersucht, in dem Spannungskonzentrationen am 
Umfang des Kreisquerschnittes angenommen wurden, welche die Bildung von keil- 
formigen Schichten plastischen Materials verursachen. 

DaB die Spannungen in bestimmten Teilen der Oberflache der in das elastische 
Gebiet eines Zugstabes vordringenden plastischen Bereichsgrenze eines Materials 
mit ausgepragter FlieBgrenze gréBer sein miissen als ihre Durchschnittswerte, ist 
von Davis* nachdriicklichst betont und in Verbindung mit der Bildung der keil- 
formigen FlieBschichten bei Torsions- oder Biegeversuchen mit weichem Stahl von 
Donnell® bemerkt worden. Der letztere fiihrte die periodische Bildung derartiger 
Schichten Ahnlich auf eine leichte lokale Spannungskonzentration zuriick, die durch 
das Vorhandensein einer schwacheren, die Schichtbildung einleitenden Stelle hervor- 
gerufen wird und auf eine nachfolgende leichte Verringerung der Spannungen in der 
Nachbarschaft dieser Schichten, was die Bildung einer zweiten FlieBschicht in einiger 
Entfernung von der ersten erleichtert usw. ReuB* driickt ahnliche Gedanken bei 
der Untersuchung der Gestalt der elastischen Spannungsflache fiir das Torsions- 
problem in der Nahe der FlieBschicht aus, indem er zulaBt, daB die Spannungen 
im rein elastischen Gebiet zeitweilig iiber die Werte, bei denen das Material unter 
normalen Bedingungen flieSt, anwachsen. 

Weiterhin bringt Bijlaard8’ einen neuen Gedanken zur Theorie des FlieBens und 
des Gleitbruches langs einer diinnen Schicht plastisch gewordenen Materials, das 
von elastischen (oder weniger verformten) Teilen des beanspruchten Stahlkorpers 
umgeben ist. Damit erklart er einige Tatsachen, die man beobachtet hat und die 
verschiedenen Forschern des FlieBens von Metallen schwer erklarlich erschienen, 
namlich daB die Winkel, unter denen die Ebenen der FlieBschichten gegen die Achse 
von Flachstaben bei Zug geneigt sind, manchmal betrachtlich von 45° und damit 
von den Ebenen der gré8ten Schubspannungen abweichen. 

Koérber und Siebel’* machten vor einigen Jahren auf den Winkel schrager 
Briiche in breiten Flachstaiben aus Metallen mit Verfestigung bei Zugversuchen auf- 
merksam. (Flachstabe mit einem kleineren Verhaltnis der Breite zur Dicke des 
Querschnittes als sechs oder sieben brechen nach einer Flache, deren mittlerer Teil 
senkrecht zur Zugrichtung verlauft.) Sie versuchen den Winkel von der beobachteten 
GréBe von 55° zwischen der Spur der Bruchflache an der Breitseite eines Metall- 
flachstabes und der Zugachse durch die Annahme zu erklaren, da es sich doch um 
eine Gleitebene unter 45° zur Zugrichtung handelt, die jedoch um die Stabachse in 
eine Lage gedreht ist, in der sie die Breitseiten in unter 55° geneigten Geraden schneidet. 
Thre Erklarung klingt wenig tiberzeugend, da kein annehmbarer Grund angegeben 
werden kann, weshalb die Bruchebene diese Orientierung annehmen soll. Eine 
Photographie eines Flachstabes gerade vor dem Bruch langs einer schragen Richtung, 
die sie in derselben Arbeit verdffentlichen, widerspricht ihrer Feststellung und zeigt, 
daB vor dem Bruch etwas anderes geschieht: Die zwei Halften des flachen Probe- 


88 A. Nadai: Plastic Torsion. Trans. Amer. Soc. mechan. Engr. 1930, Advance Paper No. 38, 
for December Meeting. 

84 E. A. Davis: Trans. Amer. Soc. mechan. Engr. (J. appl. Mechan.) 60, A-29, 137, 182 
(1938). 

% L. H. Donnell: Plastic Flow as Unstable Process. Trans. Amer. Soc. mechan. Engr. 
(J. appl. Mechan.) 64, No. 9, A-91 (1942). 

8° E. Reu8: Z. angew. Math. Mechan. 18, 347 (1938). 
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stickes gleiten innerhalb des eingeschniirten Teiles relativ zueinander in einer schragen 
Ebene, die jedoch senkrecht zu den breiten Seiten des Stabes steht und mit der 
Zugrichtung einen Winkel von 55° einschlieBt (und nicht einen Winkel von 45°, wie 
sie annahmen). 

Nach Bijlaard andert sich bei der Lastabnahme in einem auf Zug beanspruchten 
Flachstab das plastische Gleichgewicht in einer diinnen, im FlieBzustand befindlichen 
Schicht oder in dem schmalen schragen Bereich, in dem gerade ein. Gleitbruch ent- 


Abb. 76. Zugversuche an Flachstaben aus Siliziumstahl. Stab 301 hat glatte Rander; Stab 209 
hat flachgekriimmte Kerben in gleichen Abstaénden am rechten Rand; Stab 294 hat die flach- 
gekriimmten Kerben in gleichen Abstanden an beiden Schmalseiten. 


Beachte die Unterbrechung der unter ungefahr 45° geneigten Gleitlinien am Stab 294. Die hori- 
zontalen schwarzen Linien sind die Spuren der Gleitflachen, die infolge der Kerben entstanden 
waren (diese Gleitflachen sind auch unter 45° zur Zugrichtung geneigt). 


steht. Nach einer Umstellung des plastischen Verzerrungszustandes kann und wird 
in einer schragen Schicht nichtfreies FlieBen beginnen, weil dieses eine kleinere Last 
als das gleichférmige, freie FlieSen des Stabes erfordert. Er fand in einem Falle 
eines schragen Gleitbruches eines Flachstabes, daB dessen Ebene unter einem Winkel 
von 35° (welcher der Komplementarwinkel zu dem von Kérber und Siebel behaupteten 
Winkel von 55° ist) gegen den Normalschnitt des Stabes geneigt war, genau so, wie 
es die Beobachtungen gezeigt haben. 

In dem kleinen Buch von van Iterson werden einige ahnliche Falle erwahnt. 
Nach van Iterson® ist ein dreiachsiger plastischer Spannungszustand (0,, o,, 43) 
bestrebt, sich so einzustellen, daB — wenn es die Umstiande erlauben — zwei der 
Hauptnormalspannungen einander gleich werden, Man hat gezeigt, dab dies im 
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kleinsten Querschnitt des eingeschniirten Teiles eines Rundstabes beim Bruch der 
Fall ist. Aus reinen Dehnungsmessungen findet Davidenkov, daS im kleinsten Quer- 


schnitt eines Rundstabes ¢, = &€, = — €,/2 (€, ist die natiirliche axiale Dehnung) 
und folglich o, =o; ist. Man kann zeigen, daB die Gesamtlast, die vom kleinsten 
Querschnitt des Stabes getragen wird — unter der Annahme eines ideal-plastischen, 


bei einer konstanten Spannung o, = konst. nahe dem Bruch flieBenden Materials —, 
in» der. Tat. fiir \¢, =; konst: 
und o, = 0; in diesem Querschnitt 
ein Minimum wird im Vergleich 
mit anderen statisch méglichen 
Spannungszustanden, welche die 
Bedingung der Idealplastizitat er- 
fiillen, fiir die aber o, + o3 ist. 

Man kann die Arbeitslange bei 
Zugversuchen an Flach- oder Rund- 
staben aus weichem Stahl leicht 
ermitteln, indem man die Quer- 
abmessungen mit, bevor sich die 
FlieBlange voll entwickelt hat. Beim 
Vorhandensein eines sehr schwa- 
chen Anlaufes von der Mitte gegen 
die beiden Enden des Stabes breiten 
sich zwei plastische Fronten von 
der Mitte weg symmetrisch aus. 
Die Arbeitslangen wurden an klei- 
nen Flachstaben aus 1°% Silizium- 
stah] beobachtet®*: 8, 10 und 17 mm 
bei den folgenden Geschwindig- 
keiten zwischen den Stabképfen: 
8°6- 10-5, 2°6- 10-2 und 6°2- 10-1 
in. per min. (218: 10-5, 66- 10-2, 
157- 10-1 mm/min.). Die entspre- 
chenden FlieBlangen betrugen: 1:4, 
17 und 2°4% (Mittelwerte aus 
mehreren Versuchen) und die un- 
teren FlieBspannungen: 30800, 


35400 und 39200 Ib. per sq.in. 
Abb. 80. Vergré8erung des mittleren, erst aufgetretenen (2165, 2489 und 2756 kg/em2). Zwei 


plastischen Keiles ae zZweier Ney tn spater weitere Versuche mit der verhalt- 
entstandener Keile (Exzentrizitat positiv, ="): nismafig groBen Dehngeschwindig- 
keit von 15:4 in. per min. (391 
mm/min.) ergaben 3°75°% FlieBlange, bei einer oberen FlieBgrenze von 46700 (3283) 
und einer unteren FlieBgrenze von 43000 Ib. per sq.in. (3023 kg/cm?), Man kann 
erkennen, daf’ im Gegensatz zum Verhalten von Nylon die Arbeitslange beim 
Stahl mit der Dehngeschwindigkeit zunimmt. Der plastische Bereich bei mittig be- 
lasteten flachen Probestaben schreitet mit einer meist leicht gekriimmten und unter 
einem Winkel von 60 bis 70° zur Achse geneigten Front fort. Kinige Beispiele zeigt 
Abb. 75*, Tafel 6* (die weiBen Linien sind Risse in dem die Probestiicke tiberdeckenden 
weichen ReiBlack). Abb. 76 stellt einen ziemlich auBergewohnlichen Fall von Flie8- 
schichtbildung dar, der auch mittels Filmaufnahmen beobachtet wurde. Wahrend 
%° J. Miklowitz: Trans. Amer. Soc. mechan. Engr. (J. appl. Mechan.) 68 (1946). 
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die Flie8zone wieder mit einer geneigten Front fortschritt, schossen in den nicht 
flieBenden Teil des Flachstabes aus Siliziumstahl sehr feine gerade Linien der FlieB- 
zone weit voraus vor. 

Den Einflu8 einer dem Zug iiberlagerten Biegebeanspruchung sieht man an der 
FlieBschichtbildung in den vier Photos der Abb. 77*, 78*, 79*, 80, Tafel 7*. Man 
erhielt diese keilformigen Flie8schichten an Flachstaben, die in speziell konstruierten 
Képfen, durch die man die Exzentrizitat oder Richtung der Zugkraft relativ zur MeB- 
strecke mittels Einspannschneiden andern konnte, eingespannt waren. Wenn beide. 
Hilfsschneiden auf derselben Seite der Achse waren, 
dann bildeten sich die zwei plastischen Keile auf 
denselben Seiten (Abb. 77*); waren die Schneiden 
auf entgegengesetzten Seiten der Achse (Abb. 78*), 
dann waren die Keile auch auf diesen Seiten des 
Stabes (im letzteren Fall war die Ausmittigkeit 
der Zugkraft in bezug auf die Mitte der MeBlange 
Null). Das feine Muster der Risse in dem Reib- 
lack, mit dem die Breitseiten itiberdeckt waren, ist 
besonders in vergréBerter Ansicht (siehe Abb. 79%, 
80) aufschluBreich. Ware um diese keilformigen 
plastischen Zonen ein rein axial orientiertes 
Spannungsfeld vorhanden gewesen, dann hatten 
die Risse im ReiBlack senkrecht zur Stabachse 
auftreten mtissen. Man sieht :edoch, daf die Risse 


Last 


geneigt und in der Nahe der fiihrenden Rander 
jedes der Keile deutlich in regelmaBiger Art ge- 
krimmt sind, Abb. 79*, 80. Vermutlich zeigt das 
RiBmuster die Storung, die durch diese keil- 
formigen, in das elastische Gebiet des Stabes vor- 
dringenden plastischen Zonen in dem einachsigen 
Feld von Zug und Biegespannungen verursacht 
wird. Im Falle der ausmittig belasteten Flachstabe 


Lehning 


Abb. 83. Spannungs-Dehnungs-Dia- 
gramme, aufgenommen mit der Priif- 
maschine ftir konstante Belastungs- 
geschwindigkeit. Weicher Stahl bei 
Zimmertemperatur. 
Durchmesser 0°355'’ (9mm), MeB- 
linge 2” (50°8mm). Belastungsge- 
schwindigkeit in lb. per sq.in. per 


(Abb. 77*, 78*, 79*, 80) ging die Gleitung in 
diinnen FlieBschichten vor sich, deren Spuren an 
den Breitseiten der Stabe nahezu senkrecht und 
an den Schmalseiten unter 45° zur Stabachse 
lagen. Bei den mittig belasteten Staben, deren 
Képfe zwischen starren Schneiden in der Priifmaschine eingespannt waren, standen 
im Gegensatz dazu die diinnen Gleitschichten (sie erscheinen als schwarze Linien 
auf den weiBgestrichenen Flachen der Stabe in Abb. 76) senkrecht auf die Breitseiten 
der Probestiicke und hatten auf diesen Seiten unter 45° geneigte Spuren. 


sek. (in kg/em?sek.): 
A 6°500 (457:0) D 61:10 (4°30) 
B 1°630 (115:0) E_ 7:03 (0°49) 
C 0°264 (18°6) F 0:29 (0:0204) 


25. Zunahme des FlieBens und der FlieBspannung mit der 
Dehngeschwindigkeit. 


Die Neigung der die obere mit der unteren FlieBgrenze verbindenden Linie im 
Spannungs-Dehnungs-Diagramm eines weichen Stahles hangt, wie Siebel, Welter 
und Miklowitz gezeigt haben, von der Elastizitat der Priifmaschine ab. Je steifer 
sich der feste Teil der Maschine einer Laststeigerung gegeniiber verhalt, um so steiler 
ist die Kurve. Wird der Stahl in einer Maschine von der (Abb. 82*, Tafel 8**) be- 


%1 B.A. Davis: Effect of Speed of Stretching and Rate of Loading on Yielding of Mild Steel. 
Trans. Amer. Soc. mechan. Engr. (J. appl. Mechan.) 60, No. 4, A-137 (1938). 
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sonderen Konstruktion gepriift, dann wird keine ,,untere‘‘ FlieBgrenze beobachtet 
(Abb. 81*). Mit dieser Maschine kann man eine Zugprobe mit einer konstanten 
Belastungsgeschwindigkeit beanspruchen, wenn man das schwere, auf Radern auf 
einem waagrechten Hebelarm bewegliche Gewicht mit gegebener konstanter Ge- 
schwindigkeit bewegt. Abb. 83 zeigt eine Reihe von Spannungs-Dehnungs-Dia- 
grammen, die man von dieser Ma- 
Valens ithe "s ¢ ea schine fiir verschiedene Belastungs- 
geschwindigkeiten aufgezeichnet er- 
hielt. Man sieht, daB die FlieB- 
spannungen und die FlieBlangen mit 
der Belastungsgeschwindigkeit zu- 
nehmen. Eine zehntausendfache Zu- 
nahme der Belastungsgeschwindig- 
keit hob die (,,obere‘‘) FlieBgrenze 
eines weichen Stahles um 30°, wobei 
“Gt te We Wa | Ea ae FlieBlange auf das Vierfache an- 
Lehngeschwintigkelt in sek? wuchs. 


Abb. 85. Wirkung der Dehngeschwindigkeit auf Weil diese Maschine keinen Last- 
Grenzspannung von reinem Kupfer bei verschiedenen 2@bfall zulaBt (solange Gleichgewichts- 
. Temperaturen. zustande erhalten werden koénnen) 


und das Flie8en bei der oberen FlieB- 
grenze beginnt, muB die entsprechende Geschwindigkeit der plastischen Dehnung in 
der Arbeitslange des Probestabes im Vergleich zu den bei den iiblichen Typen von 
Versuchsmaschinen erreichbaren Dehngeschwindigkeiten im allgemeinen sehr grof 
sein. Dies erklart die erhebliche, relative Zunahme der FlieBspannung, die man 
bei der Erhéhung der Belastungsgeschwindigkeit beobachtete. 
Ks seien noch einige Versuche 
figfen? erwahnt, deren Ziel die Ermitt- 
“5 lung der allgemeinen Zunahme 
der Flie8spannungen von Metallen 
mit der Zunahme der Dehnge- 
schwindigkeiten fiir einen groBen 
Bereich der letzteren waren und 
: 1 die auch Versuche bei héheren 
106 20 (om Temperaturen einschlossen. Fiir 
die langsamen Versuche war eine 
Tt ot ng os ot wo? 7 0 0 og? p  Maschine fir kleine konstante 
Dehnungsgeschwintigkelt in sek. 7 Dehngeschwindigkeiten mit einem 


Abb. 88. Wirkung der Dehngeschwindigkeit auf die = eel Aen aoel ane 
Grenzspannung eines weichen Stahles bei verschiedenen ersuche mit StoBgeschwindig- 
Temperaturen. keiten wurden mit einer rotieren- 


den Zugversuchsmaschine mit 
Schwungrad fiir sehr groBe Geschwindigkeiten ausgefiihrt (Abb. 84*, Tafel 8*), bei 
der die Spannungs-Dehnungs-Kurven auf dem Schirm eines Kathodenoszillographen®? 
aufgezeichnet wurden. Die Versuche mit konstanter Dehngeschwindigkeit wurden 
fiir Geschwindigkeiten der GréBenordnung von 10-6 pro Sek. bis 108 pro Sek. durch- 
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*® M. J. Manjoine und A. Nadai: Proc. Amer. Soc. Test. Mater. Standards 1940, Preprint 
No. 44. — A. Nadaiund M. J. Manjoine: High-Speed Tension Tests at Elevated Temperatures. 
Trans. Amer Soc. mechan. Engr. (J. appl. Mechan.) 63, A-77 (1941). —M. J. Manjoine: Influence 
of Rate of Strain and Temperature on Yield Stresses of Mild Steel. Trans. Amer. Soc. mechan. 
Engr. (J. appl. Mechan.) 66, A-211 (1944). 
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gefiihrt, so daS die raschesten Versuche im Bereich von StoBgeschwindigkeiten 
10°mal so rasch wie die langsamsten waren. 

Die Abb. 85, 86*, 87*, 88 zeigen in einfach logarithmischem MaBstab die Zunahme 
der Grenzspannung (und die effektive Spannung an der Beanspruchungsgrenze) fiir 
reines, bei sieben verschiedenen Temperaturen bis zu 1000° C (Schmelzpunkt 1083° C) 
gepriiftes Kupfer, fiir reines Aluminium bei vier Temperaturen bis zu 600° C (Schmelz- 
punkt 658° C) und fiir weichen Stahl bei verschiedenen Temperaturen bis zu 1200° C. 
Die Kurven fiir Kupfer und Aluminium bei Zimmertemperatur zeigen, daB einige 
ihrer Abschnitte in erster Annaherung iiber einige Teilungen des logarithmischen 
Mafstabes als Gerade angesehen werden kénnen, d. h. da die Spannungen in erster 
Annaherung wie die Logarithmen der Dehngeschwindigkeiten zunehmen. Weicher 
Stahl zeigt auf Grund seiner Emp- 


findlichkeit gegeniiber Alterung ein & (iyfem i 
komplizierteres Verhalten (was die N 
Buckel der Kurven in Abb. 88 fiir RN 2109 3 
niedere Temperaturen verursachte). $S 

Bei zunehmenden Dehngeschwin- “Sigs z 
digkeiten nimmt die FlieB8spannung N 
von weichem Stahl bei Zimmer- N ”) 


temperatur und den sehr kleinen 
Dehngeschwindigkeiten von 10~° bis 
10-% pro Sek. sehr wenig zu (oder’ 
kann sogar infolge der Alterung des 
Metalls bei langsamer Verformung 
in einer Gleitschicht oder plastischen 


Front leicht abnehmen). Bei sehr 

8 Ripe con adhcisloiten vou Abb. 89. Spannungs-Dehnungs-Kurven von reinem 
Scone =) § : Kupfer bei héheren Temperaturen; Dehngeschwindig- 
der GréBenordnung 10! bis 10? pro keit 135 sek.—. 


Sek. nahm die FlieBspannung rasch 

von 55000 auf 80000 lb. per sq.in. (3867 auf 5625 kg/cm?) zu. Die entsprechenden 
Werte der effektiven Spannungen an der Beanspruchungsgrenze wuchsen unter diesen 
letzteren hohen Geschwindigkeiten von 80000 auf 97000 lb. per sq.in. (5625 auf 
6820 kg/cm?). 

Einige Spannungs-Dehnungs-Aufzeichnungen fiir Kupfer bei den sehr hohen 
Dehngeschwindigkeiten von 135 und 450 Sek. und bei verschiedenen Temperaturen 
sind in Abb. 89 und 90* dargestellt. [Die Wirkung von Temperatur und Dehn- 
geschwindigkeit auf die Belastungsgrenze von Kupfer und Aluminium sieht man 
in Abb. 91*.] 


YY. 77 O2 
Cehning 
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26. Plastischer Zusammenbruch von Stahlverrohrungen fiir 
Tiefbohrungen unter AuBendruck und axialem Zug. 


Man hat vor einigen Jahren die Bedingungen untersucht, unter denen dickwandige, 
nahtlose Vorrohrungen aus Stahl, die bei tiefreichenden Erdélbohrungen verwendet 
werden, infolge der von den umgehenden Gesteinsschichten ausgetibten Driicke 
zusammengequetscht werden. Gemeinsam mit Holmquist zeigte der Verfasser, 
daB ahnlich wie beim plastischen Knicken von geraden Staben (Saulen) unter axialem 
Druck die Gefahr des plastischen Versagens die Anwendung schwerer Verrohrungen 
bei der Wirkung von Seitendruck und axialen Spannungen, wie sie im Bohrrohr 
auftreten kann, begrenzen und daB die kritische Kombination dieser Beanspruchungen 

chee Me H. Holmquist und A. Nadai: Annual Meeting, Amer. Petroleum Inst., Chicago, 
1939, S. 392. 
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wesentlich von der Form der Spannungs-Dehnungs-Linie des Stahles abhangt. Hat 
der Stahl beim einachsigen Druckversuch eine ausgepragte FlieBgrenze, so bestimmt 
diese die fiir den Zusammenbruch kritische Spannungskombination beim Erreichen 
der Plastizitatsgrenze unter der zusammengesetzten Beanspruchung. 


Die Wirkung zusatzlicher axialer Beanspruchungen — besonders Zug — auf den 
plastischen Zusammenbruch von Rohren ist gleichzeitig und unabhangig davon in 
einer Reihe von Versuchen in den Laboratorien der Standard Oil Company of California 
von Edwards und! Miller unter Beniitzung verschiedener Stahlsorten untersucht 
worden. Holmquist verglich unter Verwendung der von Ed wards und Miller™ ge- 
fundenen Daten die Versuchsergebnisse mit der in der erwahnten Arbeit gegebenen 
Theorie, indem er die beim Zusammenbruch beobachteten Werte der Umfangs- 
spannung o; als Funktion der axialen 


Oz : : 
(oe Spannung o, auftrug. Die horizontale 
BMS Tae SLE GEMS TS ase. Koordinate der Versuchspunkte in Abb. 92 


stellt das Verhaltnis der axialen Spannung 
o, zur FlieBspannung o, dar und die verti- 
kale Koordinate ist das Verhaltnis der Ring- 
spannung o; ZU oy). Indem man o,/c¢) und 
o,/o) auftragt, konnen alle Versuchsdaten 
in einem Schaubild dargestellt werden, 
ohne Riicksicht auf die Tatsache, daB sie 
von Stahlen mit verschiedenen FlieB- 
Abb. 92. Vergleich der Versuche von Edward 8tenzen erhalten wurden. In Abb. 92 sind 


|z25 


und Miller mit Plastizititsellipse. die bei kombiniertem axialem Zug und 
@ Zusammenbruch bei Zug. AuBendruck durchgefiihrten Versuche 
x FhieBen bei Zug. durch Kreise und Kreuze dargestellt. Die 
Wehner ate e ersteren beziehen sich auf Versuche, bei 
o, axiale Spannung (Zug und Druck). j 3 ; shew 
o, Tangentialspannung (Druck). denen die Rohre tatsachlich durch plasti- 
o, Flie&spannung. schen Zusammenbruch versagten und die 


letzteren auf Versuche, bei denen die Rohre 
durch axiales FlieBen (bleibende Dehnung) versagten. Die kleinen Dreiecke beziehen 
sich auf die Versuche, die mit kombiniertem axialen Druck und Innendruck aus- 
gefiihrt wurden und auch zu einem Zusammenbruch fihrten. Die diinn ausgezogene 
Kurve in Abb. 92 zeigt die untere Halfte der Plastizitatsellipse 


O20; 6 0,7) OR (253) 


in dem Spannungsbereich, in welchem die Hauptnormalspannung o, eine Druck- 
spannung ist. Mit Ausnahme eines einzelnen Punktes gruppieren sich die beobachteten 
Punkte recht gut um die Plastizitatsellipse, welche die Bedingung der konstanten 
oktaedralen Schubspannung tT, =20,///3 [Gl. (131), (132)] fiir den zweiachsigen 
Spannungszustand darstellt®. 


Dank und Anerkennung schulde ich folgenden Herren: Captain H. E. Saunders, U. 8. N., 
Director, Captains J. Ormondroyd, W.P. Roop und Dr. D. F. Windenburg*, alle vom 
David Taylor Model Basin, Bureau of Ships, Navy Department, Washington, D. C.; Dr. L. W. 
Chubb, Director emeritus, und Herren R. K. Carlson, E. A. Davis, M. J. Manjoine und 
J. Miklowitz von den Westinghouse Research Laboratories in East Pittsburgh, Pennsylvania. 


om Edwards und Miller: Annual Meeting, Amer. Petroleum Inst., Chicago, 1939, S. 483. 

% Die Ubersetzer (C. Torre und H. Majer) danken Herrn Professor Dr. Ing. A. Nadai 
herzlichst fiir das Lesen des deutschen Manuskriptes. 

°° Dr. Windenburg ist leider inzwischen gestorben. 
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Uber eine Anwendung des Croccoschen Wirbelsatzes. 
Zuschrift. 
In Bd. IV, Heft 3—4, S. 325—333 wendet Herr R. Bruniak den Croccoschen 
Wirbelsatz auf die Stromung hinter einem gekriimmten VerdichtungsstoB an. Dabei 
wird ein Gradient der Ruheenthalpie H des Energiesatzes: 


Beka: p v 
De eer 0 +3 


hinter der Sto8front berechnet. 

Dieser Energiesatz gilt bekanntlich mit konstantem # langs jeder Stromlinie 
einer stationaren, reibungs- und kraftefreien Stromung. Nun ist H beim StoBvorgang 
konstant, denn der Verdichtungssto8 ist ein isoenergetischer Vorgang, was auch in 
der Mitte von S. 327 erwahnt ist. Isoenergie (H = konst.) liegt ja allen Verdichtungs- 
stoBformeln, wie sie von Herrn Bruniak verwendet werden, zugrunde. Damit ist 
aber H im ganzen Raum konstant, wenn es, wie angenommen, im Anstrémgebiet 
konstant ist, und der Croccosche Satz gilt in der bekannten Form: 


Sn. xo = TVS. 


Die Wirbel einer ebenen Strémung ergeben sich allein aus dem Entropiegradient. 
In der Mitte von S. 328 wird angenommen, da’ der Strémungswinkel in zwei 
Punkten einer in StoBrichtung verlaufenden Machlinie der gleiche ist. Dies ist ein 
Resultat der isentropen Uberschallstrémung und gilt im behandelten Fall nur 
naherungsweise oder miiSte erst bewiesen werden. 
Bei Zahlenangaben dimensionsbehafteter GréBen vermift man eine Angabe iiber 
das verwendete Mafsystem. K. Oswatitsch, Stockholm. 


Erwiderung. 


Herr K. Oswatitsch weist darauf hin, da die Konstante des Energiesatzes 
bei der Ableitung der VerdichtungsstoBformeln fiir alle Stromlinien denselben Wert 
hat, da der VerdichtungsstoB ein isoenergetischer Vorgang ist. Vorausgesetzt ist, 
daB die Energie im Anstrémgebiet konstant ist. Es sei noch erwahnt, daB den Ab- 
leitungen ein schiefer Verdichtungssto8 zugrunde liegt. In der Gasdynamik des Herrn 
von Mises (Notes on Mathematical Theory of Compressible Fluid Flow, Harvard 
University, 8. 87, Gl. 18) fand ich in der Crocco-Formel die Energie abhangig von 
der Stromfunktion. Diese Formel stimmt mit der von L.M. Milne-Thomson 
(Theoretical Hydrodynamics, Macmillan & Co., London) und F. Magyar (Osterr. 
Ingenieur-Arch., Bd. IV, S. 2) ittberein. Ich habe nun versucht, diese fiir eine krumm- 
linige StoBlinie anzuwenden und der Energie fiir verschiedene Stromlinien verschiedene 
Werte zu geben. Wenn die Energie im ganzen Anstrémgebiet konstant ist, so kann 
der Vorgang ein isoenergetischer bleiben, auch wenn man versucht, die Energie hinter 
dem Sto8 zu schichten. Dieser Gedankengang liegt der Arbeit zugrunde. 

Die in der Mitte von S. 328 gemachte Annahme scheint insofern berechtigt, da 
der Wirbelvektor am Profil bestimmt wird. Eine Angabe des MaBsystems hielt ich 
nicht fiir notwendig. R. Bruniak, Wren. 
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Vorlesungen iiber héhere Mathematik. Von A. Duschek. Zweiter Band: Unendliche Reihen. — 
Integration und Differentiation der Funktionen von mehreren Verander- 
lichen. — Abschlu8 der Wabhrscheinlichkeitsrechnung. — Fehlertheorie und 
Ausgleichsrechnung. — Lineare Algebra. — Tensorfelder. Mit 125 Textabb., VI, 
386 S. Wien: Springer-Verlag. 1950. S 87.—, geb. S 96.—; sfr. 33.90, geb. sfr. 37.80; $ 7.80, 
geb. $8.70; DM 26.—, geb. DM 29.—. 


Im Vorwort fiihrt der Verfasser das Zitat Goethes an: ,,Alles Gescheite ist schon gedacht 
worden, man muf nur versuchen, es noch einmal zu denken“‘, und will damit sagen, dai in diesen 
Vorlesungen nichts Neues gebracht wird. GewiB gibt es eine Menge von Biichern tiber hohere 
Mathematik und doch kann es von grofem Werte sein, diesen ein neues hinzuzufiigen. Die 
Gesichtspunkte, die eine solche Veréffentlichung sehr erwiinscht erscheinen lassen, vor allem, 
wenn sie aus einer solchen Quelle stammt,:sind die, daf jeder Verfasser den Stoff doch etwas 
verschieden auswahlt, die Einteilung nach eigener Ansicht vornimmt und dafX vor allem die 
Eigenart der Darstellung dem Werk eine Besonderheit verleiht. 

Die Vorlesungen des Verfassers zeichnen sich nun zunachst durch eine grofe Fille an dar- 
gebotenem Stoff aus. Das ganze Werk ist auf vier Bande berechnet und wird in seinem Inhalt 
alles an Mathematik bieten, was ein Physiker und Techniker der modernen Zeit wissen mu. 
Da der Stoff umfangreich und stellenweise schwierig ist, so begri®Bt man eine gute, ja, wie in 


diesem Fall, sehr gute Methode der Darstellung. Beim Lesen bewundert man ebenso die gut - 


durchgefithrte Aufeinanderfolge der einzelnen Kapitel wie auch die klare und angenehme Schreib- 
weise. Begriffe und Satze werden ohne Weitschweifigkeit entwickelt, wobei eine entsprechende 
Erlauterung angefiigt wird. Die Darstellung bringt nicht nur exakte Beweise der Satze, sondern 
auch eine eingehende Kritik derselben. Die im Text durchgerechneten Beispiele erméglichen 
eine Konzentration auf den durchgenommenen Stoff und leiten ebenso wie die mit Lésungen 
verbundenen Aufgaben zu einer griindlichen Bearbeitung des Stoffes an. 

Dieser zweite Band der Vorlesungen hangt mit dem ersten zusammen und bildet mit diesem 
ein abgeschlossenes Ganzes. Zum einfitthrenden wie auch zum spateren Studium kénnen diese 
Vorlesungen aufs warmste empfohlen werden. _ R. Bruniak, Wien. 


Abrif der Dauermagnetkunde. Von J. Fischer. Mit 175 Textabb., VIII, 2408. Berlin-Géttingen- 
Heidelberg: Springer-Verlag. 1949. DM 36.—, geb. DM 39.—. 


Das Buch verfolgt das Ziel, die bei der Verwendung von Dauermagneten auftretenden Fragen 
einer quantitativen Behandlung zu unterziehen; somit im wesentlichen, das theoretische Riist- 
zeug fir die praktische Anwendung der Dauermagnete zu geben. Die Ausfiithrungen sind auBer- 
ordentlich gewissenhaft gehalten und der Belehrung Suchende findet hier reiche Auskunft. 

Wenn dem Buch ein Vorwurf gemacht werden kann, so trifft dieser weniger den Verfasser 
als den heutigen Zustand der Theorie. Der Vorwurf beruht auf dem Umstande, da8 die Theorie 
des magnetischen Feldes, insbesondere der ferromagnetischen Materialien, vom Zustande der 
Reife noch weit entfernt ist. Vor allem ist es der merkwiirdige Dualismus zwischen Quelle und 
Wirbel, der die Theorie in der Mitte spaltet. Auf S. 33 heiBt es: ,,Es gibt kein magnetisches Feld 
ohne elektrischen Strom“; auf S. 75: ,,Wir denken uns die Stirnflachen des Dauermagnetstabes 
mit magnetischen Mengen ... belegt.‘‘ Es soll nicht behauptet werden, da8 hier ein unbedingter 
Widerspruch vorliegt; aber zweifellos ist das Fundament der Theorie zwiegespalten. Der Ver- 
fasser weist auf diesen Sachverhalt an einigen Stellen ausdricklich hin. 

Dies kann jedoch den gro8en praktischen Wert dieser Ver6ffentlichung nicht schmiilern. 


I. Kneissler, Wien. 


Neuere Verfahren in der Festigkeitslehre. Von H.Hencky. I. Teil. Mit 12 Textabb., 728. 
Mimchen: R. Oldenbourg. 1951. DM 11.—. 


Das schmale Bandchen stellt den einfithrenden Teil einer urspringlich geplanten umfang- 
reicheren Schrift dar, die durch Kriegseinwirkung zugrunde ging. Der Verfasser macht darin 
den begriiBenswerten Versuch, dem Leser die Tensorrechnung als das fiir die Behandlung raum- 
licher Elastizitatsprobleme am besten geeignete formale Hilfsmittel vorzufihren. Leider bleibt 
er dabei aber auf halbem Wege stehen, da er sich fast ausschlieBlich auf rechtwinklige Koordinaten 
beschrankt und den Begriff der absoluten Differentiation liberhaupt vermeidet. Ein Gutteil 
an Klarheit und Durchsichtigkeit der Formeln geht dadurch natirlich verloren und es bleibt 
zweifelhaft, ob der uneingeweihte Leser auf diese Weise wirklich einen iuberzeugenden Eindruck 
von der groBen Verwendbarkeit des ihm gebotenen machtigen Werkzeuges gewinnen kann. Rein 
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formal ist noch zu bemerken, da8 durch die Bezeichnung der infinitesimalen Verschiebungen und 
Drehungen mit du, Aw...statt einfach mit uw, w...der Formelapparat unnétig tiberladen 
erscheint. Besonders unglicklich gewahlt ist aber die Bezeichnung g,, fiir den Einheitstensor 
an Stelle des allgemein tblichen Kronecker-Symbols. Sie kann zu schweren Mifverstindnissen 
AnlaB geben. 

Die Lésung der behandelten Aufgaben (Probleme der Scheiben-, Platten- und Schalentheorie) 
wird mittels des Galerkinschen Verfahrens vorgenommen (der Name wird leider nirgends er- 
wahnt). Die Galerkinschen Gleichungen werden mit Hilfe des Prinzips der virtuellen Verschie- 
bungen angeschrieben. Sie enthalten im allgemeinsten Fall natiirlich auch die dynamischen 
Randbedingungen, die dann nur insoweit herausfallen, als der gewihlte Lésungsansatz sie von 
vorneherein befriedigt. Fiir die Koeffizienten des Ansatzes ergibt sich dann ein System von 
algebraischen Gleichungen, wenn es sich um Konstanten handelt, bzw. ein System von Differential- 
gleichungen, wenn es sich um Koeffizientenfunktionen handelt. Der Verfasser beniitzt ausschlieB- 
lich diese letztere Form, deren bessere Anpassungsfahigkeit gegenitber dem Ritzschen Ansatz 
mit konstanten Beiwerten er hervorhebt. 

Das Biichlein kann jedem an der Elastizitatstheorie Interessierten zum aufmerksamen 
Studium empfohlen werden. H. Parkus, Wien. 


Integraltafel. Zweiter Teil: Bestimmte Integrale. Herausgegeben von W. Grobner und N. Hof- 
reiter. VI, 2048. Wien und Innsbruck: Springer-Verlag. 1950. 8S 87.—, sfr. 25.—, $5.80, 
DM 24.—. 


Jeder Forscher, der sich auf dem Gebiete der exakten Naturwissenschaften betatigt und dabei 
nicht selten auf Integrale sté8t, deren Lésungen er im Augenblick nicht zur Verfiigung hat, wird 
es dankbar begriiBen, wenn er sich, ohne seine eigentliche Arbeit unterbrechen zu miissen, in 
einem von kompetenter Seite gebotenen, verlaBlichen Nachschlagwerk rasch informieren kann. 
Besonders beruhigend wirkt neben den Namen der Verfasser ihre Versicherung, da8 sie die Fehler- 
freiheit der Formeln, deren Verifizierung nicht mehr durch bloBes Differenzieren erfolgen kann, 
durch sorgfaltigste Uberpriifung sichergestellt haben und fiir naéher interessierte Leser tiberdies 
auch Wege zur selbstandigen Lésung angeben. 

Ebenso wie der erste Teil ,,Unbestimmte Integrale ist auch der zweite tibersichtlich zu- 
sammengestellt und durch Angaben tiber die Anwendungsbereiche der Lésungen erganzt. Hin- 
weise auf Ahnliche Integrale sowie das Nachschlagen iiberhaupt werden durch eine Doppel- 
numerierung, die Abschnitte und Formeln umfa8t, wesentlich erleichtert. 

Im ganzen liegt nunmehr gemeinsam mit dem I. Teil ein ganz ausgezeichnetes Tafelwerk 
vor, das fiir Physiker und Techniker von gro8tem Nutzen ist. F. Magyar, Wien. 


Ordinary Non-Linear Differential Equations in Engineering and Physical Sciences. Von N. W. 
McLachlan. Mit 89 Textabb., VII, 2018S. Oxford: At the Clarendon Press. 1950. Geb. 
21s. net. 


Die Mannigfaltigkeit der physikalischen und technischen Probleme, die durch nichtlineare 
Differentialgleichungen ihre Erklarung finden, ist seit vielen Jahren bekannt. Erwahnt seien 
z. B. Probleme der Elektroakustik (insbesondere Frequenzmodulation) und Réhrengeneratoren. 
Ferner gehéren hierher auch wichtige mechanische Probleme, wie die Theorie der Regler (das 
Problem von Spiegelschwankungen von Wasserschléssern), auch verschiedene Probleme der 
Schwingungslehre der Elastizitatstheorie und schlieBlich auch wichtige Probleme der Starkstrom- 
technik, wie die Stabilisierung von Synchronmotoren. Die Methoden, mit denen man die Lésung 
in einer Form gewinnt, die fiir den Praktiker eine erfolgreiche Diskussion gestattet, sind aber 
in den meisten Lehrbiichern der Differentialgleichungen kaum zu finden. Daher entspricht die 
vorliegende Monographie einem sehr fithlbaren Bedirfnis. Die einzelnen hier in Betracht kommen- 
den Methoden werden kurz an Hand von sorgfaltig ausgewahlten Beispielen vorgefiihrt und ihre 
praktische Bedeutung durch gute Skizzen vortrefflich erlautert. Hier sei insbesondere erwahnt 
die von verschiedenen russischen Mathematikern ausgearbeitete graphische Methode, die Poincare- 
schen Zyklen zu ermitteln, die hier durch besonders eindrucksvolle Abbildungen belegt ist. Die 
mathematischen Schwierigkeiten und Feinheiten sind hier nicht ausgearbeitet, denn das Buch 
ist in erster Linie an den praktisch arbeitenden Techniker und Physiker gerichtet. Besonders 
sei auch noch auf den wertvollen bibliographischen Anhang hingewiesen, der nicht weniger als 
211 Literaturangaben enthalt. P. Funk, Wien. 


Die Verbrennungskraftmaschine. Herausgegeben von H. List. Band 4: Der Ladungswechsel 
der Verbrennungskraftmaschine. Zweiter Teil: Der Zweitakt. Von H. List. Mit 
384 Textabb., X, 370 S. Wien: Springer-Verlag. 1950. 8 220.—, sfr, 72.—, $ 16.50, DM 69.—. 
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Seit M. Ringwalds grundlegendem Aufsatz, Der Auspuff und Kihlvorgang bei Zweitakt- 
maschinen, Z. VDI 67 (1923), S. 1057—1063 und 1079—1082, ist so viel tiber den Ladungswechsel, 
besonders in deutscher Sprache, veréffentlicht worden, da selbst dem Fachmann der Uberblick 
schwer wurde und er dankbar das Erscheinen des 4. Bandes des groBen Sammelwerkes tiber die 
Verbrennungsmotoren begriBt, in dessen beiden Teilen List, selbst tiber 20 Jahre lang ein eifriger 
Forscher auf diesem Gebiet, zusammenfaBte, was er, seine Schiller und Mitarbeiter und viele 
andere Ingenieure erarbeitet haben. 

Umfangreiche und schwierige Rechnungen sind notwendig, um trotz der grofen Zahl der 
Verdnderlichen die giimstigste Steuerungsauslegung zu finden; aber die Verfahren fihren zum 
Ziel, wie an vielen Beispielen gezeigt wird, und dadurch wird langwieriges und teueres Probieren 
erspart und nur die letzte Uberpriifung dem Versuche vorbehalten. 

Im ersten Hauptabschnitt des Buches wird gezeigt, wie die Ausfiihrung der Steuerung mit 
dem Erfolg des Ladungswechsels zusammenhingt. Die Ubersicht tiber die zahlreichen Aus- 
fiihrungsformen wird durch folgende Einteilung erleichtert: 


I. Einleitung und Begriffsbestimmungen. 
II. Gro8er Spil- und grofer Auspuffbehalter unmittelbar vor und nach dem Zylinder. 


Motoren mit innerer Gemischbildung und symmetrischen Steuerzeiten. 

. Motoren mit innerer Mischung und unsymmetrischen Steuerzeiten. 

. Innere Gemischbildung und Aufladung durch Auspuffdrosselung. 

. Motoren mit Gemischbildung vor und wahrend des Ladungswechsels. 

. Die Bestimmung der WertungsgréBen des Ladungswechsels durch den Versuch. 
Der Zweitaktmotor bei geanderten Betriebsbedingungen. 


pul- und Auspuffsysteme mit kleinen Behaltern. 


. Motoren mit Kurbelkastenspilung. 

. Motoren mit Hubtakt fordernden Kolbenspiilpumpen. 

. Motoren mit verhaltnismaBig kleinen Spilbehaltern. 

. Allgemeines tiber den Einflu8 des Druckverlaufes im Auspuffsystem auf den Erfolg des 
Ladungswechsels. 

5. Motoren mit verhadltnismaBig kleinen Auspufftépfen ohne Auspuffleitung. 


III. 


PONdE wm oarwnwe 


IV. Spil- und auslaSseitiges Leitungssystem mit eingeschalteten Rohren. 


1. Allgemeines. 
2. Kurbelkastenspilpumpe mit Saugrohr. 
3. Spul- und auslafseitige Leitungssysteme mit Rohren. 


Der zweite Hauptabschnitt enthalt die Ergebnisse zahlreicher Versuche an ausgefihrten 
Motoren und zeigt dadurch die Leistungsfahigkeit der Rechnungen. Daf die Motorenerzeuger 
hierzu so viele Versuchsergebnisse bekanntgaben, ist ein Zeichen dafiir, daB sie den Wert dieser 
Arbeit anerkennen und Professor List groBes Vertrauen schenken. 

Auch der erste Hauptteil enthalt viele Zahlenbeispiele und Diagramme, welche das Anwenden 
der allgemeinen Verfahren und die Tragweite der Annahmen zeigen. Auch die MeSverfahren 
sind ausreichend beschrieben. 

Zum Verstandnis dieses Buches ist der erste Teil (von H. List und G. Reyl) unerlaflich. 
Dieser enthalt auch das Verzeichnis der meisten Formelzeichen, die hier beniitzt und erganzt 
werden, aber besser unmittelbar hinter dem Inhaltsverzeichnis am Anfang als am Ende stiinden. 

Allerorts werden die Fachleute das Werk als reiche Fundgrube schitzen, Anfanger aber 
sollten zuerst den allgemeinen Teil von J. Zemans Zweitakt-Dieselmaschinen kleiner und 
mittlerer Leistung (Wien 1935) oder P. H. Schweitzers Scavenging of Two-Stroke Cycle Diesel 
Engines (New York 1949) durcharbeiten, dessen deutsche Ubersetzung angekundigt ist, um 
nicht durch die Fille des von List Gebotenen erdriickt zu werden. 


Die Ausstattung des Buches ist vorziiglich. LI, Richter, Wien. 


Die Ortskurventheorie der Wechselstromtechnik. Von G.Oberdorfer. Zweite Auflage. Mit 
64 Textabb. und 9 Tafeln, VI, 1008. Wien: F. Deuticke. 1950. S 60.—. 


Die Ortskurventheorie der Wechselstromtheorie gehért zu denjenigen Disziplinen, die dank 
ihrer ausgearbeiteten Methodik das vielfaltige Geschehen der Wechselstromvorginge in verhaltnis- 
mafig einfacher Weise zu beherrschen und zu tberblicken gestatten. 

Das vorliegende Bichlein stellt eine tiberaus klare Einfiihrung in dieses Gebiet dar, das fir 
den Studierenden ein vorziigliches Lehrbuch, fiir den Fachmann ein sehr willkommenes Nach- 
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schlagebuch bedeutet. Die Behandlung der Ortskurven héherer Ordnung sowie der Scharen- 
diagramme fihrt, gemessen an dem letzten Endes praktischen Zweck des Biichleins, bemerkens- 
wert weit in die Theorie ein. 

Nicht unbedingt notwendig und gliicklich scheint dem Berichter die Einfiihrung des negativen 
Vorzeichens bei Wechselstromwiderstaénden. Wenn auch in streng logischem Sinne nichts dagegen 
eingewendet werden kann, so wird die Einfithrung beispielsweise des Widerstandsoperators 
— Fk und des damit zusammenhingenden Gedankenganges sicher nicht jedermann mitmachen 
ie Hier handelt es sich aber um subjektive Ansichten, die schlieBlich jeder auf seine Art 
verficht. 

Alles in allem dient das Bichlein seinem Zweck in vorziglicher Weise. 


DL. Kneissler, Wien. 


Raumluftfrage in der Industrie, gezeigt an Untersuchungen zur Lésung der Raumluftfrage im 
Textilbetrieb. Von O.Oldenhage. Zweite Auflage. Mit 65 Textabb., 14 Zahlentafeln und 
einem Anhang, 668. Minchen: R. Oldenbourg. 1951. DM 14.—. 


Seit vielen Jahren beschaftigt man sich in der Textilindustrie mit der Raumluftfrage, nach- 
dem man erkannt hat, daB der Luftaufbereitung und Luftbefeuchtung eine groBe Bedeutung 
zukommt und die dazu notwendigen technischen Anlagen nicht immer den gestellten Anforderungen 
entsprochen haben. Herr O. Oldenhage bringt nun in seiner Schrift Untersuchungen, die er 
durch mehrere Jahre in Textilbetrieben angestellt hat. Entsprechend der Bedeutung des Raum- 
klimas in Spinnereien und Webereien wie auch in anderen Industrien finden die lufttechnischen 
Fragen eine eingehende Behandlung. Die physikalischen Grundlagen, die Methoden und Gerate 
zur Messung des Luftzustandes werden tiberaus klar und eingehend dargelegt. Alle fiir den Luft- 
zustand wichtigen Faktoren werden aufgezeigt und drei verschiedenartige Luftaufbereitungs- 
systeme mit einer Anzahl von Zustandskurven fiir die Raumluft besprochen. 

Diese ausgezeichnete Schrift, die auch eine vergleichende Untersuchung und Richtlinien 
fir die praktische Auswertung bringt, ist im Jahre 1940 in erster Auflage erschienen und liegt 
nun in Neuauflage mit einigen interessanten Erginzungen vor. Ob es sich um die Planung neuer 
lufttechnischer Anlagen, um die Beseitigung von Fehlern, um die theoretischen Grundlagen von 
Klimaanlagen, um bautechnische, hygienische, wirtschaftliche oder andere Fragen handelt, der 
Leser wird zahlreiche Winke und Hinweise vorfinden. Ein Studium dieser Schrift wird den Leser 
nicht nur in lufttechnische Fragen einfiihren, sondern ihm auch an Hand der Untersuchungen 
ein klares Bild geben, wie bei bestimmten Anforderungen die Raumluftfrage zu lésen ist, so dab 
diese Schrift nur warmstens empfohlen werden kann. R. Bruniak, Wien. 


The Magnetic Amplifier. Von J. H. Reyner. Mit 72 Textabb., 8 Bildtafeln, 1198. London: 
Stuart & Richards. 1950. Geb. 15s. net. 

Der Verfasser hat sich die Aufgabe gestellt, die wahrend des Krieges vorangetriebene Ent- 
wicklung des magnetischen Verstarkers in dem vorliegenden Buch zusammenfassend darzustellen. 

Ohne spezielle Kenntnisse vorauszusetzen, werden im ersten Kapitel die Grundlagen des 
einfachen magnetischen Verstirkers erlautert: Eine Eisendrossel wird mit einer , Steuer‘- und 
einer ,,Last‘‘-Wicklung versehen; schwache Anderungen im Steuer-Gleichstromkreis andern den 
magnetischen Zustand des Eisens und gestatten dadurch die Steuerung relativ groBer Wechsel- 
leistungen. Die folgenden Kapitel sind der Technik des Magnetverstarkers gewidmet, wobei 
die einzelnen Probleme fast ausschlieBlich vom physikalischen Standpunkt aus betrachtet werden 
und mathematische Behandlungen nur duBerst selten eingestreut sind. 

Der zweite Abschnitt bringt die Erweiterung des Prinzip-Schaltbildes zu einer praktischen 
Schaltung. Die dabei auftauchenden Fragen werden eingehend erértert: Induktive Beeinflussung 
des niederohmigen Steuerkreises, Abhilfe durch Einschalten einer Drossel in den Steuerkreis oder 
Aufbringen von Kompensationswicklungen, magnetische Streuverluste, Auftreten von Harmoni- 
schen bei nichtlinearer Magnetisierungskurve. In Analogie zum Réhrenverstirker wird gezeigt, 
da man auch den Magnetverstarker gleichstrommafig vorspannt, um unter optimalen Bedingun- 
gen zu arbeiten. Ebenso wie im ersten Kapitel scheinen hier die Grundlagen des Magnetismus 
vielleicht etwas zu ausfihrlich behandelt. 

Die ,,Charakteristiken eines Magnetverstarkers werden sodann sehr eingehend beleuchtet. 
Der Autor beginnt mit der Untersuchung der Arbeitsbedingungen des Eisens und kommt dann 
zum Ersatz der Magnetisierungslinie durch eine geknickte Gerade, wobei er zuerst den Kurz- 
schluBfall betrachtet und spiter die gewonnenen Kenntnisse auf den Belastungsfall erweitert. 
Die hauptsadchliche Verwendung von graphischen Methoden, Diagrammen und Charakteristiken 
gestattet eine sehr anschauliche Darlegung der Verhaltnisse. Die Annahme idealisierter Magneti- 
sierungslinien erméglicht einfache Abschitzung der Stromform, des Einflusses des ‘Ohmschen 
Widerstandes der Wicklungen und der Belastung. Ein weiterer Raum wird auch der Besprechung 
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der Vorspannungserzeugung zur Einstellung des richtigen Arbeitspunktes gegeben, sowie der 
EmpfindlichkeitsvergréBerung eines Magnetverstarkers durch Anwendung des Rickkopplungs- 
prinzips. 

Die noch folgenden Abschnitte sind wieder etwas kiirzer gehalten und behandeln die magneti- 
schen. Materialien, Planung von Magnetverstiérkung und abschlieBend einige praktische An- 
wendungsbeispiele. Von Interesse sind Hinweise auf Alterung des Eisens, Wahl des Kernmaterials 
und Einflu8 des Luftspaltes. Einige Seiten sind den Leistungsbetrachtungen sowie der Ent- 
wicklung von drei fundamentalen Bezichungen gewidmet, die mit einem ,,Kochrezept™ fiir die 
Planung eines Magnetverstarkers abschlieBen. Ferner findet man noch Hinweise auf Kaskaden- 
schaltungen, Einschwingvorgange und die Vor- und Nachteile verschiedener Kernkonstruktionen. 

Die praktischen Beispiele sind durch einige Photos untermalt, so da dem Leser, der sich rasch 
liber die verschiedenen Fragen und Méglichkeiten dieses Gebietes orientieren will, recht brauchbare 
Anregungen gegeben werden. Somit kann das Buch einem weiten Leserkreis bestens empfohlen 
werden, da es in kurzer, leicht faflicher Form eine Vielzahl der damit zusammenhaéngenden 
Probleme beleuchtet. Wer tiefer in Einzelfragen eindringen will und mathematisch-theoretische 
Fundierung sucht, findet im Literaturverzeichnis entsprechende Quellenangaben. 

H. Krick, Wien. 


Die Wicklungen elektrischer Maschinen. Von H. Sequenz. In vier Banden. Erster Band: 
Wechselstrom-Ankerwicklungen. Mit 408 Textabb., XX, 365 8. Wien: Springer-Verlag. 
1950. § 144.—, geb. S 156.—; sfr. 39.—, geb. sfr. 42.50; $9.—, geb. $9.90; DM 37.—, geb. 
DM 40.—. 

Im vorliegenden Band wird im ersten Abschnitt (54 8.) die Auslegung der m-phasigen Ein- 
schichtwicklung behandelt, im zweiten Abschnitt (45 8.) die der m-phasigen Zweischichtwicklung. 
Eine sehr ausfiihrliche Darstellung der Ermittlung der Wicklungsfaktoren bildet den dritten 
Abschnitt (86 S.). Der folgende Abschnitt (65.S.) behandelt verschiedene, in der Literatur bekannt 
gewordene Sonderverfahren fiir die Ausmittelung von Mehrphasenwicklungen, die insbesondere 
beim Entwurf von Bruchlochwicklungen in Frage kommen. Im niachsten Abschnitt (72 S.) 
werden die Felderregerkurven und die Durchflutungsvielecke besprochen, im letzten Abschnitt 
(39 S.) die Lauferwicklungen von Induktionsmotoren. 

Prof. Sequenz bringt eine sehr sorgfaltige und vollstandige Darstellung des angegebenen 
Teilgebietes der elektrischen Wicklungen, wobei die vorhandene Literatur ausfiihrlich beriick- 
sichtigt und in den einzelnen Abschnitten auch angegeben ist. Entsprechend der Aufgabenstellung 
des Buches werden die physikalischen Eigenschaften der Wicklungen (Wicklungsfaktoren, Feld- 
erregerkurven) nur insofern behandelt, als diese durch die Wicklung selbst bedingt sind. Das 
Buch setzt daher beim Leser die Kenntnis der Wirkungsweise und des Entwurfes von elektrischen 
Maschinen voraus, vermag aber in dem angegebenen Rahmen dem Berechnungsingenieur fiir 
elektrische Maschinen viele Anregungen zu geben. Dem Berichterstatter scheint insbesondere 
die ausftihrliche Behandlung der Bruchlochwicklungen von praktischem Nutzen zu sein. 

Das Buch selbst hat die beim Verlag Springer gewohnte gediegene Ausstattung und kann 
jedem, der mit dem Entwurf von elektrischen Maschinen zu tun hat, empfohlen werden. 


R. Stix, Wien. 


Aerials for Metre and Decimetre Wave-Lengths. Von R. A. Smith. Mit 125 Textabb., XIT, 2188. 
Cambridge: At the University Press. 1949. Geb. 18s. net. 


Das Buch befaBt sich mit den wesentlichsten Antennen und Antennenanordnungen fiir 
12 bis 1 m, 50 und 30 em, die in der Funkme8technik (Radartechnik) bevorzugt verwendet werden. 

Bemerkenswert ist die tibersichtliche Darstellung, die das Verstindnis fordernde Glederung 
in kleine Abschnitte. Die Theorie ist so weit aufgenommen, da ein volles Verstandnis des Dar- 
gebotenen gewahrleistet ist. Der standige Vergleich mit den experimentellen Ergebnissen macht 
das Buch als Leitfaden und zur Demonstration der generellen Zusammenhiange besonders wert- 
voll. Wer allerdings einen Uberblick tiber die letzten Errungenschaften und die praktischen 
Ausfithrungsformen der Antennen erwartet, wird enttduscht. 

Die ersten Kapitel behandeln die allgemeine Theorie. Die wechselseitige Impedanz zweier 
Dipole in Abhangigkeit von ihrem Abstand wird in Tabellenform mitgeteilt. Auch die strahlende 
Offnung wird behandelt: die mathematische Darstellung ihrer Richtcharakteristik ist identisch 
mit der des Fourier-Spektrums, eines Impulses, dessen zeitlicher Amplitudenverlauf mit der 
raumlichen Spannungsverteilung tiber die Offnung iibereinstimmt. Strebt man also eine Richt- 
charakteristik ohne. Nebenmaxima an, so mu die Amplitudenverteilung gegen den Rand der 
Offnung abnehmen, ebenso wie die Nebenmaxima im Spektrum eines Impulses unterdriickt werden 
wenn man seine scharfen Kanten abrundet. Dann folgt die strenge Theorie, die die Abnahme 
der Selbstinduktion und der Kapazitét der Antenne gegen ihre Enden hin berticksichtigt: man 
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erhalt eine Integralgleichung fiir den Verlauf der Stromstarke im Antennendraht, deren Lésung 
durch den Umstand ermdglicht wird, da das skalare und das Vektorpotential an der Oberflache 
des Leiters streng sinusférmig mit dem Abstand’vom Ende verlaufen. Eine zweite Gruppe von 
Verfahren zur Behandlung des Antennenproblems geht von einer Antenne aus, die aus zwei an 
ihren Spitzen zusammenstoBenden koaxialen Kegeln (Kugelkoordinaten) gebildet wird. Kapitel 5 
greift unter Bertcksichtigung der wechselseitigen Impedanz zwischen Antenne und Reflektor 
auf die Reflektoren und Wellenrichter zuriick. Kapitel 6 und 7 behandeln Antennen fir die 
Abstrahlung grofer Leistungen, wobei dem Einflu8 der Masten und Isolatoren Rechnung ge- 
tragen wird. Dann folgt eine Behandlung der Empfangsantennen und der Langdrahtantennen 
(V- und Rhombusantenne); Phasenschieber und kapazitive Schalter werden gestreift. Ein Ab- 
schnitt ther die Yagiantenne leitet zu den in Flugzeugen und Kampfflugzeugen gebrauchlichen 
Antennentypen tiber. Wegen der gro8en Geschwindigkeiten ist hier eine Montierung der Antennen 
an der Aufenseite oft nicht zulissig. Der Empfangsdipol wird dann in den duersten Fligelspitzen 
oder in der Schwanzflosse untergebracht, die zu diesem Zwecke teilweise aus Isoliermaterial 
hergestellt sind. Breitbandantennen werden durch dicke Dipole dargestellt; dicke Dipole haben 
namlich im Vergleich zu dinnen eine geringere induktive Blindkomponente und so auch eine 
wesentlich kleinere Resonanzschirfe. Eine Besprechung der Breitbandeigenschaften der Kafig- 
antenne und der konischen Antennen schlieBt an. 

Kapitel 13 behandelt die Spalt- oder Schlitzantenne. Ein Luftspalt in einem metallischen 
Leiter stellt das zweidimensionale Analogon zum Hoblleiter (Waveguide) dar; ein solcher Spalt 
kann daher zu elektrischen Schwingungen angeregt werden und strahlt ahnlich wie ein elektrischer 
Dipol. Um Einfliisse von der Rickseite her auszuschalten, kann man nun die Spaltantenne mit 
einem Kasten umkleiden. So erhalt man eine namentlich fir Flugzeuge geeignete Antennenform. 

Das letzte Kapitel befaBt sich mit dem Stérrauschen: die Stérspannung erweist sich als 
der Wurzel aus der absoluten Temperatur proportional. Wenn wir beispielsweise eine Antenne 
gegen die MilchstraBe richten, so nehmen wir eine Stérspannung auf, wie sie einer mittleren 
Temperatur dieser Region von etwa 10000 Grad Kelvin entsprechen wiirde. Auch die Temperatur- 
strahlung der Sonne erzeugt elektromagnetische Wellen, die bei gré8erer Sonnenfleckenaktivitat 
zu betrachtlichen Stérintensitaéten anwachsen kénnen. EH. Skudrzyk, Wien. 


Scavenging of Two-Stroke Cycle Diesel-Engines. Von P. H. Schweitzer. Mit Textabb., XI, 268 8. 
New York: The Macmillan Company. 1949. 


Dureh die zunehmende Bedeutung des Zweitaktes im Dieselmotorenbau ist das Bedtrfnis 
nach einem Buch entstanden, das dem Motoringenieur hilft, Zweitaktsteuerungen systematisch 
zu entwickeln, also die daranzuwendende Versuchsarbeit der Sphire reinen Probierens zu 
entricken. 

Der Verfasser hat seine umfangreichen Studien und praktischen Erfahrungen als Berater 
der amerikanischen Industrie auf diesem Sondergebiet fiir ein solches Werk ausgewertet. Dieses 
wendet sich vor allem an den Praktiker, also an den in der Industrie stehenden Ingenieur, der 
die Aufgabe hat, Zweitaktsteuerungen zu guter Funktion zu bringen. 

Bei der Darstellung wurde ein Mittelweg zwischen empirischer Beschreibung und vollem 
Einsatz rechnerischer Verfahren eingehalten. Die Rechnung wurde beschrankt auf die Erfassung 
wesentlicher Zusammenhainge und erleichtert durch ibersichtliche graphische Darstellungen. 
Der Verfasser hat damit die Abneigung der meisten Praktiker, vor allem der amerikanischen 
Ingenieure, gegen die Verwendung umstiindlicher rechnerischer Verfahren bericksichtigt. Er 
ist trotzdem auf dem Weg ékonomischer Gestaltung der Entwicklungsarbeit auf diesem Gebiet, 
die starken Einsatz rechnerischer Verfahren erfordert, ein gutes Stiick vorwarts gegangen. 

Nach einem kurzen einleitenden Uberblick tiber die wesentlichen Vorginge im Dieselmotor 
und Festlegung einer Terminologie zur Erfassung des Ladungswechsels im Zweitakt werden die 
verschiedenen Spiilsysteme besprochen. Es folgen Abschnitte tiber Schlitzbemessung, tiber 
Steuerungen mit Aufladung und tiber Auswertung der Abgasenergie fir den Ladungswechsel 
durch das Kadenacy-System. Eine an einem Beispiel durchgefithrte Schlitzberechnung zeigt 
die Anwendung der entwickelten Verfahren. 

Folgende Abschnitte behandeln die Hochaufladung von Zweitaktmotoren und die experimentelle 
Untersuchung von Zweitaktsteuerungen. Ein Uberblick uber konstruktive Merkmale von Zwei- 
taktmotoren und iiber Erfahrungswerte von ausgefihrten Steuerungen vervollstandigen den 
reichen Inhalt des Werkes. . 

Das Buch kann jedem wirmstens empfohlen werden, der sich mit dem Ladungswechsel von 
Zweitaktdieselmotoren zu beschaftigen hat. Den Studierenden wird es ein guter Fihrer in diesem 
schwierigen Gebiet des Motorenbaues sein, dem Praktiker zeigen, wie sich unibersichtliche Ver- 
suchsergebnisse so ordnen lassen, daf die Wege zur Leistungssteigerung und Verbrauchsverbesserung 
von Zweitaktdieselmotoren klar erkennbar werden. H. List, Graz. 


216 Buchbesprechungen. — Berichtigung. 


Erzeugung und Messung von Hochvakuum, Aufbau und Betrieb von Hochvakuumaggregaten. 
Eine kurze Einfihrung. Von G. Wagner. Mit 23 Textabb., V, 73S. Wien: F. Deuticke. 1950. 
S 20.—. 


Das vorliegende Biichlein: ,,Erzeugung und Messung von Hochvakuum, Aufbau und Betrieb 
von Hochvakuumaggregaten‘‘ von Prof, Dr. Georg Wagner stellt nach Angabe des Verfassers 
den Inhalt seiner an der Technischen Hochschule in Wien gehaltenen einstiindigen Semester- 
vorlesung iiber Hochvakuumerzeugung dar. Die Studierenden werden ein Bichlein wie das 
vorliegende, das ihnen auf knappstem Raum eine Anleitung zur Erzeugung und Messung im 
Hochvakuumlaboratorium bietet, ohne sie mit theoretischem Wissen zu _belasten, sicherlich 
begriiBen. Anderseits ist die Frage zu erwagen, ob dem Hochvakuumtechniker, auch wenn er 
sich in dieses Gebiet erst einarbeiten will, mit den in dem vorliegenden Rezeptbuch vermittelten 
Kenntnissen gedient ist und ob nicht gerade beim Bau und Betrieb von Hochvakuumanlagen 
’ exaktere physikalische Kenntnisse ndtig sind, als sie in ganz allgemeinen Lehrbiichern oder in 
den Prospekten der Erzeugerfirmen fir Hochvakuumgerite vorliegen. Der Inhalt des zu be- 
sprechenden Biichleins geht jedenfalls tiber den Inhalt allgemeinerer Lehrbiicher der Physik 
und der Prospekte, etwa der Firma E. Leybold, Kéln, nicht wesentlich hinaus. AuBerdem sind 
einige der vorkommenden Formeln feblerhaft gedruckt, so da& der Student, der die Formeln hier 
ja meistens ohne Ableitung hinnehmen muB8, leicht irregefihrt werden kann. Jedenfalls wird 
das Bichlein im Laboratorium, allerdings nur neben vollstaéndigeren Fachwerken, seinen Platz 
ausfillen. F., Regler, Wien. 


An Introduction to Electronics. Von J. Yarwood. Mit 121 Textabb., IX, 3298S. London: 
Chapman & Hall Ltd. 1950. Geb. 28s. net. 


Die Absicht des Autors ist, ein einfiihrendes Lehrbuch der Elektronenphysik speziell fir die 
Studierenden der Physik und Ingenieurwissenschaften zu schreiben, welche nach Absolvierung 
der Hochschule in die Industrie eintreten und hiebei oft feststellen, daB sie ein Lehrbuch von 
mittlerem Niveau benétigen, das ihre Kenntnisse tiber die Elektrizitét und den Magnetismus 
in dieser Richtung vertieft. Das Buch, das keinen Anspruch auf Originalitat erhebt, geht die 
wohlbetretenen Pfade, aber die wichtigsten Tatsachen der Elektronenphysik sind im grofen 


und ganzen nicht ungeschickt zusammengestellt. Es bringt einige Grundbegriffe aus der. 


Elektrizitaitslehre, die Emission von Elektronen aus Leitern, die Bewegung freier Elektronen in 
elektrischen und magnetischen Feldern, Grundtatsachen aus der Lehre von den Wechselstrémen, 
Diode und Triode, sowie Réhrenverstirker und Roéhrensender, Modulation, Detektion und 
Schwebungsempfang, einiges tiber Photozellen, Grundbegriffe der Elektronenoptik, der Kathoden- 
strahlréhre, des Elektronenmikroskops und einiges tiber Hochfrequenzréhren. Wenn auch der 
Spezialist von den einzelnen Kapiteln kaum befriedigt sein wird, so kann doch das Buch als eine 
erste Einftthrung in das Gesamtgebiet der Elektronenphysik bei den Studierenden seinen Zweck 
erfiillen. W. Glaser, Wien. 


Berichtigung. 
Osterreichisches Ingenieur-Archiv, Band III (1949), S. 374—383. M. Z. v. Krzywoblocki, On Steady, 
Laminar, Round Jets in Compressible Viscous Gases Far Behind the Mouth. 

Determination of the constant of integration for the temperature distribution 
(p. 377, footnote) from the condition that the total flux of enthalpy across jet is alike 
at all cross-sections restricts solution to small Mach numbers [if the comparison 
cross-section is close to the mouth, as pointed out by A. H. Shapiro, App. Mech. 
Reviews III (1950), p. 415, No. 2718] or to high Mach numbers (if the comparison 
section is far from the slit). To take into account all the relative cases, that constant 
may be determined from the condition that the total flux (enthalpy plus kinetic 
energy) is alike at all cross-sections: 


2\"° (Jey Ty + w22/2) Wy (055 + es) dr = const. 
0 


Die Ubersetzungen der Zusammenfassungen wurden yom Dokumentations-Zentrum der Technik, Wien, durchgefiihrt. 


Herausgeber und Eigentiimer: Springer-Verlag in Wien I, Mélkerbastei 5. — Fiir den Inhalt verantwortlich: Prof. Dr. Franz 
Magyar, Wien IV, Technische Hochschule, Karlsplatz 13. — Druck: Manzsche Buchdruckerei, Wien IX, Lustkandlgasse 62. 
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Monatsheffe fiir Mathematik 


Neue Folge der Monatshefte fir Mathematik und Physik 


Unter Mitwirkung der Osterreichischen Mathematischen Gesellschaft 
herausgegeben von J. Radon, Wien 


Schriftleitung: N. Hofreiter, Wien 


55. Band, 2. Heft 


(Ausgegeben im Juni 1951) 


Mit 1 Textabbildung. 80 Seiten. S 58.—, DM 13.80, $3.30, sfr. 14.20 


Soeben erschien: 


Inhali; Hiawka, E. Integrale auf konvexen Kérpern III. — Grébner, W. Ein. Irreduzibilititskriterium fiir Primirideal in kommuta- 

tiven Ringen. — Hohenberg, F. Eine reelle Darstellung der Hyperkegelschnitte. — Kéthe, G. Die verschiedenen Reziproken 

einer unendlichen Matrix. — Aigner, A. Der multiplikative Aufbau der Polynome in der unendlichen Ordnungszahl @, — Dénes, P. 
Uber Einheiten von algebraischen Zahlkoérpern. — Wunderlich, W. Uber ein spezielles Dreiecksnetz aus Kegelschnitten. 


Archiv fiir Meteorologie, 
Geophysik und Bioklimatologie 


Herausgegeben von 


Dozent Dr. W. Moérikofer und Prof. Dr. F. Steinhauser 


Physikalisch-meteorologisches Zentralanstalt fiir Meteorologie 
Observatorium Davos und Geodynamik Wien 


Serie A: Meteorologie und Geophysik 
Band Ill, 3.—4. Heft 


(Abgeschlossen im Mai 1951) 


Soeben erschien: 


Mit 37 Textabbildungen. 184 Seiten. S 118.— DM 29.60, $7.20, sfr. 31.— 


Inhalt: Raethjen, P. Uber den zweidimensionalen Impulsaustausch rotierender Systeme. — Nagel, H. Zur Stabilitats-Theorie 

des geostrophischen Windes. — Defant, F. Kondensationswirme und Strahlungsbilanz in einem mittleren Meridionalschnitt der 

Troposphire. — Wichmann, H. Die Weltgewittertitigkeit und das luftelektrische Feld der Erde. — Flohn, H. Solare Vorginge 

im Wettergeschehen. — Huber, A. Uber den Einflu8 der Bodenfeuchtigkeit auf geoelektrische Tiefenmessungen. — Steinhauser, F. 
Reinhold Siiring +. 


Geologie und Bauwesen 


Zeitschrift fiir die Pflege der Wechselbeziehungen zwischen Geologie, 
Gesteinkunde, Bodenkunde usw. und sémtlichen Zweigen des Bauwesens 


Herausgegeben von J. Stiny, Wien 


Band 18, Heft 2 


(Abgeschlossen im April 1951) 


SSoeben erschien: 


Mit 23 Textabbildungen. 58 Seiten. S 44.—, DM 10.—, $ 2.40, sfr. 10.50 


Inhalt: Stini, J. Baugeologische Fallwinkelmessungen und ihre Auswertung. — Torre, C. Berechnung des Gebirgsdruckes in 

Fels. — Miiller, L. Uber das Ma8 der Auflockerung von Gesteinen. — Lipcik, Th. und L. Miller. Hiniges iiber die Bestimmung 

der Bodendurchlissigkeit durch Absitzversuche. — Holzer, H. Bemerkungen zu dem Artikel von A. Haiden: Uber die Baustein- 
vorkommen des Ober- und Unterpinzgaues. 
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Soeben erschien: 

Grundlagen der Atomphysik 

Eine Einfiihrung in das Studium der Wellenmechanik und Quantenstatistik 
Von 


Dr. phil. Hans Adolf Bauer 


Professor an der Technischen Hochschule und der Universitit in Wien 
Vierte, umgearbeitete und bedeutend erweiterte Auflage 
PES SN EEE be Ao ele ee A Alaa tepaee hea ee od ea ee 


Mit 244 Textabbildungen. XX, 631 Seiten. 1951. 
In Leinen geb. 8 186.—, DM 45.—, $ 10.70, sfr. 46.— 


Wissenschaftliche Strenge und Beschrinkung auf das Wesentliche, verbunden mit einer so ausfiihrlichen Darstellungsweise, daB 

auch der mit dem mathematischen Riistzeug der modernen Physik weniger vertraute Leser instand gesetzt wird, in die 

schwierige Materie einzudringen: das sind die Vorziige, die dem Werk bisher seinen hervorragenden Platz in der Fachliteratur 

verschafft haben. Die nunmehr erschienene vierte Auflage spiegelt in ihrem stattlichen Mehrumfang die gewaltige Entwicklung 
der Atomphysik in den letzten Jahren wider. 


Soeben erschien: 


Technische Thermodynamik 


Kinfiihrung in Grundlagen und Anwendung 
Von 
Dipl.-Ing. Dr. techn. Anton Pischinger 
0. Professor an der Technischen Hochschule Graz 
Mit 179 Textabbildungen und 7 Tafeln. VIII, 231 Seiten. Lex.-8°. 1951. 
S75.—, DM 16.80, $4.—, sfr. 17.20; geb. S87.—, DM 19.80, $4.75, sfr. 20.20 


Bin AbriB aus der Thermodynamik fiir Ingenieure. Der Verfasser, der durch seine wissenschaftlichen und industriellen Arbeiten 
in Forschung, Literatur und Industrie bestens bekannt ist, fiihrt den Leser von den einfachsten Grundsatzen der Warmelehre 
bis zu der an vielen Beispielen erlauterten Untersuchung der thermodynamischen Vorginge in Kraft- und Arbeitsmaschinen; 


dabei liegt der Nachdruck auf dec Anwendung. Die physikalische Theorie ist Mittel zum Zweck. Zahlreiche Tabellen, Dia- 


gramme und ein ausfiihrliches alphabetisches Sachverzeichnis machen das Buch nicht nur fiir Studierende, sondern auch fiir 
den praktischen Thermodynamiker als Arbeitsunterlage wertvoll. ee 


Soeben erschien: 


Wahrscheinlichkeit, Statistik und Wahrheit 


Einfiihrung in die neue Wahrscheinlichkeitslehre und ihre Anwendung 
Von 
Richard von Mises 


Professor an der Harvard-Universitat 


Dritte, neubearbeitete Auflage 
IX, 278 Seiten. 1951. 8 78.—, DM 18.—, $4.30, sfr. 18.50 


Seit seinem erstmaligen Erscheinen im Jahre 1928 ist das Buch in russischer, englischer und spanischer Ubersetzung heraus- 
gekommen und liegt nunmehr, neu bearbeitet, in der dritten deutschen Auflage vor. Den Gegenstand des Buches bildet 
der quantitative Wahrscheinlichkeitsbegriff der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Dieser Begriff wird vom Standpunkt 
des exakten Naturwissenschaftlers und Mathematikers entwickelt, wobei allerdings die Form der Darstellung unter Verzicht 
auf die mathematische Formelsprache in erster Linie fiir den Nichtmathematiker bestimmt ist. Die Neuauflage beriicksichtigt 
einerseits die neuere Entwicklung und verzichtet anderseits auf verschiedene polemische Ausfiihrungen der frtiheren Ausgaben, — 
die heute iiberfiissig und tiberholt sind. 


Soeben erschien: 
Vom 4lteren Flu8bau in Osterreich. Von Dipl.-Ing. F. Baumann, Wien. Mit 10 Text- 


abbidungen. IV, 44 Seiten. 1951. (Schriftenreihe des Osterreichischen Wasserwirtschafts- 
verbandes, Heft 20.) $ 12.—, DM 2.90, $ —.70, sfr. 3.— 


Soeben erschien: 


Blatter fiir Technikgeschichte. Herausgegeben vom Forschungsinstitut fir Technik- ~. 


geschichte in Wien. 
Zwoélftes Heft. Schriftleitung: Dr. phil. J. Nagler. Mit 42 Textabbildungen. V, 112 Seiten. 
Lex.-8°, 1950. S 34.—, DM 7.50, $1.80, sfr. 7.80 
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